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AVERTISSEMENT. 



Lit Gùoméfrie iuiuiyti(iLie s'est coiisiilérablemerit pei'l'eoiioinicc pr 
l'emploi lie nouveaux sysiènies de coordonnées, où l'on représente 
un point pHr ses distances ù trois droites fixes, el où l'oii détermine 
la position d'une droite c|iii roule sur une eourbe par ses ilistaiiccs 
H trois points lixes : de Ifi dérivent les coordonnées Irilalères et lan- 
geiilielles. Je me suis efforcé, dans ce cours, de faire ressortir les 
avantages que présentent les nouvelles coordormécs dans les (pies- 
tions où l'on doit considérer des points ou des droites à riniini, ut, 
en général, dans l'élude des propriétés di'suriptives des ligures ou 
le sysième des coordonnées cariés iei m es ne répond (]ue didicilenient 
au but que l'on veut atteindre, 

Après avoir traité les différents problèmes sur bi ligne di'oîte sui- 
vant les coordonnées de Dcscartes, j'ai défini les coordonnées nou- 
velles pour les appliquer à la solution des mêmes ((uesiions alin 
d'iiabiiuer les élèves, dés le commencement, uii nouveau mode de 
représentation du point et de )a droite. De même, dans l'élude An 
cercle, dans la discussion de l'équation géjiérale du second degré, j'ai 
fait marcher côte à côte les différents systèmes de coordonnées, el 
indiqué les équations du cercle et des lignes du second ordre suivant 
le choix des axes et la position du triangle de référence. Les pro- 
priélés spéciales à chacune des courbes du second ordre sont déve- 
loppées sullisamment, si Ton lient compte des nombreux exer- 
eiccs cpii les aecompagnciit. De plus, on U'ouvera, dans un cliiipitre 
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spéoial, an cliwis de propriétés des coniques à dcmonlrer el un 
ensemble de lieux géométriques à déterminer ; plusieurs de ces ques- 
tions ont été proposées dans les concours d'admission aux écoles 
spéciales françaises. J'ai donné peu d'étendue au chapitre consacré 
à la construction des courbes : loules les questions relatives à la 
discussion d'une ligne plane trouvent leur place naturelle dans les 
applicaiioiis géométriques du calcul infinitésimal. Il m'a semblé 
plus utile d'attirer rallenlion des élèves sur les diverses mélliodes 
analytiques employées dans la théorie des courbes du second 
ordre : ils apprécieront d'autant mieux les ressources de chactnie 
d'elles, et la facilité avec laquelle on en déduit les propriélés 
nombreuses des sections coniques. Quant aux- courbes d'ordre plus 
élevé, je me suis borné à indiquer plusieurs théorèmes géné- 
raux, en renvoyant à l'excelleiil traité Higlwr plane curves de 
M. Salmoii. 

Parmi les ouvrages que j'ai consultés, je elierai sjiéciaicmenl : 
Trilinear coontinakit, au elamerUary In-athe de M. Wbitworth; 
Géométrie de direction de M. P. Serret; A treatise on toute sections 
par M. Salmon; Principes de la Géométrie analytique, par M. Pain \ in; 
les travaux de M. Hesse, etc. Guidé par ces ouvrages remarquables, 
j'ai voulu condenser dans un ordre mélhodique, avec de nombreux 
exemples hitercalés dans le texte, les principes el les formules indis- 
pensables aux jeunes gens qui désirent s'iniiter aux progrès de la 
nouvelle géométrie analytique. 

J. Cahnoï. 
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NOTIONS PRriLIMlNAIRES. 



1. Considérons le système de trois poiiils A, M, B on ligne droite 
les dislnnfies AM, AB, et MB eomplées à \tariU- des points A et M en nllai 

{1} AB=AM + MB. 

Cette éi]iiation et toutes celles qui peuvent s'en déilnire telles qiie 
(«) AM = AB — MB, ÂB* = AW' + MÛ* -4- 2AM ■ MB, etc. 
ont évidemment lieu pour nne po^ili 
quelconque du point M entre A et B. 

Supposons que le point M (2) soit sii 
nu-delîi du point B : on a, dans ce c; 
lêmes distances, l'égalilé 
AB = AM — MB. 
ii li; point M (3) est à gauche 



entre les i 

(2) 

Enfin, 

(3) 

Les rcla 

des disltin 

parcourue 

évident rii 




AB = MB 



ons(2) et (3) ne diffèrent de la i-clittion (1) que par le 5ij;i 
îs MB cl AH, qui, pour la position (2) et (3) du point M, se 
dans un sens contraire au sens primitif; d'ailleurs, il * 
; toutes les équations (a) qui proviennent de la relation { 
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sci'ont vraies, tl.ini )o ?etorul cl lo troisicmt' cas, |jnr le eliai»gomcnt du 
signe des mêmes distances; donc, poitr qu'vne relation entre les distances 
de trois poiiils en ligne droite soit applicable à une position quelconque 
de ces points, il faut attribuer le siijne + oit le signe — aux distances 
suivant qu'elles sont purcoiirnes dans un sens ou en sens contraire à 
partir de ces points. 

a. En vcrin de la ràgle |)ré(;(^dcnle, un segment AB esl positif ou 
néf,'nti(' siiiviint l'esirt^milé ;i parlir de Ifn[iielic il est [larcoiiru, et on a 



I.VquulionlDpculdnnes'f^mvo 

AM + flli(+ liA=^0. 

Nous iillon'; toÎi' i|iie cctlf rel.iliiHi s'cleiid i\ ini niimbi-e ijuolconqtio de 
points en titane droite. En effol, supposons qu'cllo soit vraie pour n — \ 
points A, H, C, .... h, M : on Hun» 

Ail -+- BC -t- CD -t- ■ ■■ -^I.M -t-MA = 0. 
Snît N un noiivenu point; le sysième dos trois points A, M. N donne 
lien à IV^-aiilc 

AM -ï- MN -1- NA -- ; 

or, si oi\ njonlo (tes deux éqiialioris iiH'inliro i'i memliri', en renwi'qniint 
(jiie AM = — MA. il vient 

AI! -1- IÎC-+- CI) -t- I- LM + MÎV + NA = I). 

Donc, si le llieorènie es{ vrai pour k — 1 points, il l'est iiiissi |ionr 
n points, et comme il .-i lieu pour le syslèmr de Irois poinis, il nnrfi lieu 
pour le syslôuie do qualre puinl-i, rlc. 

3. Prenons, sur les droites de la fi;{ure, on point fi\c et diisignons 
pnr a, /), x les distnnees de ce point nuK trois mitres A, H, M, de telle 
soi'le fjue a = OA, h --= OR, x = OM. On aura 
AI!=01Î- 0A-=/(— «, AM-=OM-OA = x— .(, MR = OI! — OM-=i — r, 
et, en suLslilnnnL dnns le relation {!), il vient 
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Dans le cas d<ï la di'oUe (2) où le poiiii M est aii-ilfl lii dn poiril li, on .1 
All = AM — Mit; 
m:tis AM = x — a, Mli = OM — OB = 3; — 6, ol par coiisiiqucnt, IVqua- 
lion ppcicécldiiie Ucvieni 

'' " a = X _ a - {.: - /.), 
ou bien 

LnrsLjiie le |ioiiil M se trouve entre le [iniLil ii\e el le jmiiil. A, on s 
l'égalité 

Alt = — AM -4- MB, 
et eoHime AM = o — x, Mil = h — j', on a 



Ainsi, une ruialion entre les distances des points A, M, It à un ])oinl 
fixe ne chnngc pns airssi longtemps (|uc l'un d'eux se déplace pour 
occuper une position quelconque à droite <lu point fuc. 

Enfin, supposons {fig. 6) que le |)oini M soit situé à gauche (Ui poim ; 
les distances AU, AM et Mit sont liées pnf l'équution 

Alt = — AM -4- Mit; 
niaisAM = a: ~\- «, MR = ic m- 6; en siibslituaiit, il vient 
(2') b~a = — x — a-i-b-^n:. 

On voit, par la eomparaison des éqnalions (!') ei (2'), que l'on passr de 
la première à In seconde en cliangeant ^^^^^^^^^^^^^^^^^^ 



Si on suppose que le nombre de ^^BM^HH^^H^IHiH 
points soit quelconque, on peut énoncer ''^ *■ 

celte règle : Une relalion entre les dislances d'un système de poîiils d'une 
droite d un même point fixe de cette droite sera applicable à une position 
(quelconque de ces points, si on donne le signe -t- aux distances des points 
situés à droite du point fixe, et le signe — aux dislances des points situés 
à gauche. 

Les distances OA, OM, Oit.... se nomment abaisses des points A, M, 
B.... par rnpporCau [loint li^e O appelé origine. On doit regarder l'nbeissc 
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d'un point comnic une grondeur algébrique donl l.i viilcur ab<toluc indique 
la distance de ce point â l'origine, et dont le signe fait connaître de i[ucl 
côté le point se trouve par riipport à In même origine. 



DES PnOJKCTIO 



4. La prujcelion orthogonale d'un point sur une droite est le pied de 
la ()erpendicu!aire abaissée de ce point sur celte droite. 

Soienl b:.b une droite indéfinie, cl AB une droite de longueur donnée; 
abaissons des extrémités A et B des 
perpendiculaires sur bih; !a dislance 
ab comprise entre les pieds de ces per- 
pendiculaires est la projection orlhogo- 
nale de la longueur AB sur l'axe. 

Cette projection «b varie en grandeur ' 
et en direction suivant l'inclinaison de 
la droite AB sur l'axe. Supposons (jue 
dur du point A pour venir se placer en ABj 
e : la projection «6 diminue et se réduite à un 
point pour la position ABj; mais elle est toujours dirigtfe vers la droite 
par rapport au point a. Si la droite continue de tourner autour du point A , 
la projection tombe à gauche du «, et, dans In position ABs, elle a pour 
longueur «fis. Afin de généraliser les formules, nous regarderons la pro- 
jection d'une droite AB sur un axe comme une grandeur algébrique posi- 
tive, si, en parcourant la droite de A vers B, la projection est dirigée îi 
droiie du pointa, cl négative, si elle tombe à gauche du même point, 

5. La projecHun orthogonale d'une droite sur un axe est égale en 
grandeur et en signe au produit de la longuew de. cette droite par le 
cosinus de l'angle qu'elle fait avec la partie positive de l'axe. 

Considérons la droite AB (fig. c) ; menons par le point A une parallèle à 
lcBAC = œ. J,c triangle MC donne 




icnt Afi = «, ab^p, 
AC = 



= ABc 



5 BAC, 



(I) 
>i longtemps (]i\ 
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ijiajeclion osl posilivu cl égal à « cos a. SuiJposnns cjuo la ilrnîte Ali 
occiii)e la posilioii AB;, cl que l'angle IJ5AC' soil égnl à l'angle BAC; la 
valeur absolue de la prajection csl encore a cos a; mais ici on doit prendre 
pour a. l'angle obtus B;AC que fait \a droite avec la partie positive de l'axe, 
et, par suite, li! produit a cos a, serii négalif; donc, dans tous les cas, la 
formule (1) donnera la projection d'une droite en grandeur et en signe. 
L'angle a csl toujours compris entre eu 180°; pour le déterminer, il 
faut mener une parallèle à l'axe par l'exlrémilé à partir de laquelle on 
pai-courc la droite Ali. 

6. La somme algébrique des projections orthogonales des côlés d'un 
jioli/tjoite fermé sur un axe est égale à zéro. 

Considérons le polygone ABCDEF, et .1 
des perpendiculaires sur l'axe de | 
projection. Supposons que l'on par- 
coure le polygone dans le sens des 
lellres A, D, C, D, E, F ; il est visible 
que les côtés AB, BC, DE sont pro- 
jetés positivement suivant ub, bc, 
ctrfe, tandis que les autres côtés CD, 1 
EF, FA ont pour projections — cd, 




uh- 



Mais ah + hc = uc, ■ 



-rA^ de 



4- fa. 
'., ef+fa=-e 



et pur eonséqueni, elle est nulle. 

Un raisonnement analogue peut s'appliijuer à un polygone d'un nombre 
quelconque de côtés; le lliéorème est donc démontré. 

Afin d'exprimer ie théorème précédent par une équation, désignons 
par a, b, c... t les n côtés d'un polygone, et par «, (3, y.,..\ les angles 
de ces côtés avec i'a.ic de projection. On aiiivi 



(2] « eosa + 6 cos [3 H 



■s -/H 



■ -/ro,/ = l), 



yGoosle 



m le signe ^ iii(ii(|iiu mu; soimnu. La reliiliui» (2) e\[)L'L[iie le thoi, 
;«iit'ral des projuciions orlhogoiiales tijiiis un plan. 

g 3. DES FRACTIO.XS ÉGALES. 

7. Etant données Us fractions égales 
tm, m', m".... étant des (juanlités quelconques, oh a : 



!/»■ + "■• + «'" 



1/6" +t> -i-f" + ■■■ 
Pour k déiiionli'ci'. posons 

(2) a = W, a' = M', a" -= kh",... . 

On en déduit, en iimltiplianlpespeclîvement ces égalités piir »i, )«',)«"..., 
{[3) Hia = kmb, m'a' '^km'b't a" =^km''b",.... 

et, en les élcviint au carré, 

{y) «3 ^ tSfti^ a" = /cV% a"^ = k^li"\... 

Si on njimle les équations (a), (P), (-/) respeetivemenl menibrc à membre, 
01! ohlicnt 

(,m -^ m'a' + ,n"a" + ..■■) = {mb -^ m7/ -h m'7>" + ... ) /.■ 
(«= + «'^ -^ «"^ .- ....) = [/'^ -^- 1>- -f- '/" -H- .. ,) /.-■. 
On 011 lire 

(,-t-(j'-+- 6" ->-•-■" "(6-1- m'b' -\- m"l>"-i--- ^ (/ft^ .+-6'^ +fc'-^ + - . ''" 

ce qui démontre le lliéorènie énoncé. 
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s. Étant données les trois fractions égales 
p q__r 
l'util n' 
et a, [3, y étunt trois angles quelconques, on mira 

P _'j »■ \/p^ + ç^ + r' — 'Hffr cos a. — %-p cos p — Ipq cos 7 

l m n ^/ii +,„s_^ H*~2 mncosa. — 2nl cas ^ — 2imcosy 
En effet, en désignant pnr k la valeur de uhaciine des fractions, il vient, 
en éievant nu cniTé, 



Si on muHiplic les Tractions données deux à deux, on a aussi 



2r/ï- cos a 'irp cos [3 _^ 2pi^ cos ï ___ , g 
' 2)H)i cos « ~'^nl cos ^ ~ 2/m cos y ~ ' ' 

En vertu du théorème précédent, les égalités (è) et (c) conduisent à 
l'équation 

7)^ ■+■ if -t- 1'^ — 'iqr cos 01 — ^)y eos (3 — 2^q cos y 

(2 -t- m^ -1- «* — 2mrt cos « ^ 2>i( eos jS — 2(m cos y ' 

et, par conséquent, 



\/p^-\- q^ H-r^ — ^qrcos a — 2rpcosfiS — ^pq cos y .__!'__ 9 '' 
j/(* -+- m^ H- n* — 2i!i»i cos a — 2Hi cos ^ — 2/»i cos y * '" ** 

c'est ce qu'il fallait démontrer. 

Ces propriétés des fractions égales nous sei'ont souvent utiles dans les 
calculs de la géométrie analytique. 

% 4. NOTIONS SUR LES DÉTEUHINANTS. 

9. Considérons un système de deus équations du premier degré de la 
forme 

a^x -t- h^y = c, 
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Les valeurs de a: et de y qui satisfont à lii fois à ces équations sont 
données par les formiiics 



aX—a^b,' ■' a,6, — n,6, 
Toute expression algébrique de la forme dit dénominaleur se nomme 
le dêtermifianl du second ordre dcsquantiiés «,, 6, , a^, b^. 
Pour représenter ce détermioanl, on emploie la nolalion 

On dispose donc les coeQicienls sous la forme d'un carré entre deux 
traits verticaux. 

Les nuinéraieurs des inconnues a; ef y sont aussi deux déterminants du 
second ordre; avec la notation préccdenie, on peut écrire 



Remarque 1. Dans le déterminant des quantités a,, 6,, a,, 6,, les 
éléments Bj, 6^ forment la diagonale dn carré. Dans le déveioppemeat, 
il faut donner le sijrne positif au produit des éléments de cette diagonale. 

Remarque 2. Pour obtenir les termes du déterminant 

I *!' ^1 I 

on forme d'abord tontes les permutations du produit des lettres différentes 
qu'il renferme sans les indices; il vient ainsi : 

ah, bu ; 
on donne ensuite l'indice 1 à la première lettre de chaque groupe, 
l'indice 2 à la seconde, et on affecte le dernier produit du signe négatif. 

10. Considérons, maintenant, le système de trois équations du premier 
degré 

a,x -t- h, y -*- c,E = (/,, 
a^x -^ b.,y -t- c,z ^ d^, 
«jï -t- 1)^1/ ^- CjS= d^. 
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Le di^noniinateiir commun des valeurs générales des inconnues x, y et z, 
c'est-à-dire l'expression 

se nomme le déterminant du troisième ordre des quantités a,, 6,, r,, etc.; 
on le désigne par la notation 

«1, &(, Cl j 

«3, &9, Ci! 

a-., h, C; |. 

Le déterminant du troisième ordre s'exprime s 
du second ordre; car sa valeur peut s'écrire de 
savoir : 

û, (6. 



6,63 



'65C, — ÈjCj) -H Oj 
[«jCj — OjC,) -H 6j 



i moyen de déterminants 
ix manières différentes, 

>■«.— V,) 

"A) 



I K, ', I 






=((2Aï-*-*'a^a+*'s*^î'=«îA5 + 63Bî-4-CjCs. 



RewîarçHe 1. On fait usage des expressions précédentes pour ealcnler 
la valeur d'un déterminant donné du troisième ordre. 

11 est bon d'observer que Ai est le déterminant du second ordre obtenu 
en supprimant la ligne horizontale et la ligne verticale qui renferment le 
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cotHicipiil «1 ; il en est de mcinc d 
Si i'on demaudiiit, juir cxrmple, la 



i iiiUrcs dotenninni 
aleiir du délcrmiiiai 



0, 1, 2 


= ' 5,4 


0, 5, 4 


â, i 


S. 2, i 





5(4— 6)=:_'10, 



et le déterminant propose a pniii' valeur — U), 

Remarque 2, On peut encore obtenir les différents termes du détermi- 
nant du troisième ordre de la manière suivante : on forme d'abord toutes 
les permutations du produit abc, ce sont : 

abc, acb, eab, bac, bca, cha; 
on donne ensuite l'indice 1 à la première lettre, l'indice â à la seconde 
lettre, l'indice 5 à la troisième lettre de chaque groupe; il vient ainsi : 

a,b^c^, «,£563, c,0g6^, tjftjÊ-, fcjCjK,, c,6j(*5; 
cnfio, on donne le signe 4- nu premier terme qui est le produit des 
éléments de la diagonale du carré, et on affecte les autres termes du 
signe -t- 011 du signe — suivant qu'ils proviennent du premier par un 
nombre pair ou impair de permutations des indices. Ainsi, le terme a,c^b^ 
sera négatif, puisqu'il vient du premier en permutant les indices des 
lettres 6 et c, le troisième terme provient du second en permutant les 
indices des lettres a et c, et, par conséquent, pour passer du premier au 
troisième il faut deux permutations d'indices ; donc ce terme aura le 
sifçne -+- ; et ainsi de suite. 

11. Soient enfin n équations dn prcmicf degré de la forme 
aiX + biy ■+■ CtZ -4- — + S|«^ vi 
a^x ■+ b^y -+■ c^z-t- ■■•- -f ïjU^yj 

fl»SC -t- b„i/-t-C^ H ■ +S„l'' = v„. 

Le dénominateur commun des valeurs de a:, y, ;..., qui satisfont à 
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ces éc(uaEions, s'appelle le dùtcrminaiil do Torilre n dts tocflicieiits «i, 
bi...-, lise (iésigni! par la notation 



fflj, tô, Cs, 



It bi le 1 iiDiitin iiiliiHLP (lins laifcionde iem>rqiic du miinéro 
piecLdiiit pour le dciiommateiii des inconniics x y, z, lorsqu'on a 
un sjsleme de tioi'î équation'; du premiei degré, s'applique à un système 
de n dquations du premiei degré a n inconmies II s'en suit que pour 
obtenir le deti-rminant de loidre n on foi me toutes les permulaliiiiis du 
pioduitû6a( s qui renferme n lettres 

ahcd...., acbd...., ete.; 
on donne l'indice i à la première lettre, l'indice 2 à la seconde..., l'in- 
dice « à la dernière lettre dans chaque groupe ; enfin, après avoir donné 
le signe -i- au produit 

iiibifs .... s„ 
qui renferme les coefficients de la diagonale du carré, on affecte un terme 
quelconque du signe ■+• ou du signe — suivant qu'il provient du premier 
par un nombre pair ou impair de permutations des indices. La somme 
algébrique de tous les termes ainsi abtenus sera le déterminant de 
l'ordre n. 

Remarque i. Nous avons vu qu'un déterminant du troisième ordre est 
égal à ttiA, + OjAs -t- ojAî, Ai, As, A3 étant des déterminants du second 
ordre qui ne contiennent pas la lettre a. Cette propriété s'applique aux 
déterminants des différents ordres. Ainsi, en désignant par Ai, Aa, .... A„ 
des déterminants de l'ordre (n — 1) qui ne renferment pas, le premier le 
coefficient ai, le second le eoefficicnt «s, etc., le déterminant de l'ordre n 
peut s'écrire 

«lAi -1- «sAa -t- ....o«A^. 



De 



, Ai, IJi, Ct, .... S, étant des déterminants de l'ordre (h — 1), 
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le premier ne renfermant pas le coefficient a,, le second le coefficient 
b, etc., le déterminant de l'ordre n sera encore égal à 

atA, ■+■ 6|B| -+- CiCi + .... SiSi. 

Remarque 2, Il n'est pas indispensable pour la définition d'nn déter- 
minant de considérer un système d'équations du premier degré en a:, i/,... 
On peut dire : Etant données «* qnantilés a,, bi, .... Si, «s, bu, .... Sa, etc. 
disposées en carre ayant n lignes horizontales et n lignes verticales, si, 
dans le produit 

ai6sc= .•■■ Sn 
des éléments de h diagonale où les indicée se suivent dans l'ordre i, 2, 3 
jusqu'à «, on permute ces indices de toutes les manières possibles en 
donnant à chaque terme le signe -t- ou le signe — suivant qu'il dérive du 
premier par un nombre pan ou impair de permutations des indices, la 
somme algébrique des leimes ninM obtenus est le déterminant l'ordre n 
des «* quantités ot, bi, .... 

lï. Propriétés des détebminants. — a) Un déterminant ns change pas 
si on écrit horizontalemeiil (es lignes verticales, et réciproquement. 

Ainsi, 



Cette propriété résulte delà loi de formation d'un déterminant; dans 
les deux cas les différents termes proviennent du même terme ■+- afi^c^. 

b) Un déterminant change de signe, lorsqu'on y échange entre elles deux 
lignes parallèles (verticales ou horizontales). 



, 


on a 














«,. t,, e 


„_ 


'. 


»,. «. 


= _ 


«., i„ 0, 




a. i. t 




'■ 
'= 


«î! C, 




i.„ !.,. c, 



tn effet, pour liou\er les différents termes des deux derniers déter- 
minants, il faut effectuer toutes les permutations possibles sur les indices 
dans le produit ■+■ b «jC, des éléments de la diagonale ; mais ce terme 
èjûjC, etint négatif dans le premier déterminant, il est évident que ions 
les termes qui en dérivent, d'après la loi précédente, auront les mêmes 
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valeurs numériques et seront affectés d'un signe différent niix termes 
du premier ; donc le déterminant a changé de signe. 

c) Vn déterminant est nul, quand deux (ignés parallèles sont identiques. 

Ainsi 

= 0; 



car, d'un côté si on éciiange deux lignes identiques, le dcterminanl ne 
sera évidemment pas altéré ; mais d'un autre côté, un tel échange revient 
h. changer le signe du déterminant; donc, chacun des deux déterminants 
sera nul puisqu'il n'est pas altéré par le changement de signe des termes 
qu'il renferme. 

d) Vn déterminant est égal à 0, quand tous tes coefficients d'une ligne 
sont nuls; car, dans chaque terme, il entre un élément de chaque ligne. 
Il en résuite que, si tous les éléments d'une ligne sont nuls, un seul étant 
excepté, le déterminant d'un certain ordre se réduira au produit de ce 
coefficient différent de zéro par un déterminant d'un ordre inférieur 
d'une unité. Ainsi 



0, K 

«j. K 

e) Quand les éléments d'une lign< 
coefficients, le déterminant est égal 

Ainsi, 



-0 




+ 




" 




'' 





e composent d'une somme de plusieurs 
■ine somme de plusieurs déterminants. 



, h„ c, 
, K c. 



En effet; on peut écrire 
= («, 



A. -V («, + «, 
(«,A,-t- a^A^-i-a^A^)-i 



h «3A5 -4- a^A,). 



A|, Aj, A,, étant des déterminants du second ordre ; or, les trinômes 
des paranthèscs sont les deux déterminants du second membre de l'équa- 
tion précédente, donc, etc. 
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f) Quand on iindliplie lefi élément'i d'une Ikjnt far un même fadeur, 
te déterminant se trouve multiplié pur ee facteur. 
Car, on a 



=^pfl,A| -t- pK^A, -H pa.A.^ = 



h^ ^3, ' 



; diffèrent q«c par un facteur constant, 



pa^, 6j, ( 

Il en résulte que si deux lignes 
le déterminant sera égal à zéro; 



g) Si chaque élément d'une ligne est égal à la somme des coefficients 
correspondants des autres lignes, multipliés respectivement par des fac- 
teurs constants, le déterminant est égal à zéro. 

En effet, on a 

Ib^, b,, c. 



Ib, 



Ci, '',, c, 



tic., 63, ( 



et les dcnx déterminants du second membre de cette équation étant nuls, 
la propriété est démontrée. 

Il s'en suit qu'un déterminant ne change pas, si on ajoute aux coeffi- 
cients d'une ligne, les eoefïieienls des autres lignes après ies avoir multi- 
pliés respectivement par des facteurs constants ; car on a 



, + ?6, -H iwc,, 6j, ( 
. -t- Ib, +■ mc-, b-, i 



*„ 6„ 



Ib^-i- mc^, 63, < 



cl, en vertu de la propriété démontrée, le dernier déterminant est nul. 

Les coefficients /, m sont quelconques; ils peuvent ctte egau^ a l'unité, 
positifs ou négatifs; on profite de leur indétermination poui arriver 
k introduire plusieurs zéros dans une ligne ; ce qui abrc^e le ( *»lcul de la 
valeur du déterminant. 
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Applications. 



I 2, 3, 4 . = 70, 

0, S, 6 I 
I 0, 0, 7 l 



2,-1, 5 1=0; 
-i, 2, 7 
6, —3, 7 I 



(2) 2, 5 


M 


i, 6, i 


6, 12, 4 


i, t, i, i 
1,-1,-1, I 


~ 


i.-i. 1,-1 
i, f,-i,-i 





2.3-4| 1, 1, 2 I =2-3.^ I 0, 1, 2 1=72^ 
2, 2, 1 0, 2, 1 

I 3, 4, I I I — 1, i, J I 

i, 1, J, i 

o.-i>-i, 1 I -1, 1,-1 0, 1,-1 

1,-1,-1 0,-1,— f 






(!i) 


X, a, h 




C, X, d 




c; f. rc 


(ti) 


i% b, J 6 



'., h ! =œS_œ(ac-f-Èc + J/)-Hude + 6c/'i 



.^«-o, I =(«-c](i-c)(a- 6). 

0, i 



b) ResouJ™ le systciine suivent de n équations du premier degré 



Soit i le déterminant de l'ordre n des coefficients des 

a = KiA, -t-osfls -1- ftjAj + ■■-- o„A„- 

Les quantités A., Aj,.... A^ sont des déterminants de l'ordre n — 1 qui ne ronfer- 

nient pas la lettre u. Si, dans l'équation précédente, on remplace la lettre a par toute 

autre lettre b, c,..., le second membre est nul; car, si au lieu de a,, a, .... »„, on 

éeril, par exemple, 6,, &j,... b„, l'espression 

6,A, -t-fisAj + isA, H b„k„ 
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'',„ 6n, C„, . . , 

qui est nul, puisque deux ligues sont égales. Il en siralC de mètna pour toulc uut 
substitution. Cela étant, multiplions riispectivcmcut les équations dozinées pur Ai, ; 
A5, ... Aa et ajoutons-les membre ii membre; les coelticiciits des k 
nuls, il viendra 

û3; = ï,Ai-l- vaAaH ■ ■i,,^^; 

ï,4i + vsAs-l ï„A„ 



Pour trouver l'iDconnue y, il faut remarquer que le détcnniuaut \ est aussi 

6,B,-t-fraB,H 6„B„, 

et si on ajoute les équations, après les avoir respectivement multipliées par Bi, 

à'J = viBi + vsBî H »„B„, 

car, les coeflicienls des autres inconnues sont égau.'i à zéro; on 01 déduit 
ViBi-1-vaBsH v„B, 



On trouverait d'une manière analogue la valeur de toute autre inconnue. 
Bemarqiie. Dans le cas particulier où les seconds membres des éqiialions donr 
sont nuls excepté celui de la jiremicrc, on a 



et les valeurs des inconnues x, y, 2, sonl pro|iortionncllcs à Ai, B, 

Lorsque tous les seconds membres sont nuls, l'éliminai 

Asj^O, iy/ = 0,.... 



Ile: 






doivent être satisfaites par des valeurs des œ, y, z.... diOérentes do z 
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l.oi'squc cette condition est satisfaite, les cquations sont compatibles et les valeurs 
de X, y,x.... sont proprlionnelles aux détcrminaiils Ai, Bi, Ci..., Si. En effel, 
li étant nul on a 

«,A, 4- i,B, +«iCi -I «iSi = 0; 

o,Ai + 6aB, -h Cad H aSi = 

osAi + &5B, -H s,S, =^ 

n„Ai + 6„B, + s„S, 1= ; 

car les premiers membres de ces équations représentent des délerminanls oii deux lignes 
parallèles ont les mêmes eoefficienls. Mais les égalités précédentes montrent que A,, Ki, 
Ci, ... S], satisfont aux équations données ; il est évident que les valeurs ).Ai, XB,, XCi... 
satisferont également aux mêmes équations que! que soit X. On a donc 
œ=ïAi, ï = )B„ a=JC„....u = JSi. 
Ainsi, les équations proposées déterminent les rapports et non les valeurs mêmes de 

c) Trouver la condition pour que les n équations du premier degré 
n,»-l-'',ï+ -.■+si — 0, 



mpatibies. Il falil que l'on ait 



i équations données Seront compatibles, si la relation obtenue en élimin 
est satisfaite. Or, si on multiplie ces équations respectivement par 
Si, .... S, et si on les ajoute membre à membre, il viendra 

s.S, -4- ïsS, -H a,S, + ■- s„S„ =0 
ou bien A := ; caries eoelUcients des inconnues après l'addition sont nuls. 

d) Montrer que les valeurs des n inconnues !b, y, 2 .... v qui satisfont à un syst 
de (n — \) équations du premier degré de la forme 

OgJ! + bslj H SjU = 0, 
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Ajoutons à CCS (u — I) ei|uations l'cgalitu suivnnle : 

sysli'me d« n cqiiatîoiis où les seconds membres sont nuls i 



nous obtenam 
pour lequel m 



0, 0, 0, .„. 
«a, Èî, Ca, .... Si 



— 0; 



par conséquent, on vertu d'une remarque faite pri;cétlemnn;nE, on peut écrire 



Ainsi, pour les 


équations 


BiB -t- % + 


dt = 0, 










UiK -i- b,y + 


c,^ = 0. 




il Tiendra 
















X 


?/ 




! 


De mén^ 


e, étant données les 


1 r,, n, 
équations 


1 1 


::;l 








^x^b^y-^ti 


^.V = 


0- 








,^ + È,J,^-c^ 


-»-rf,y = 


0, 








^ + ^y+c. 


-|-JjU = 


0. 




^ 




~y 


s 





b,.H,d^ 


Cj.ds.Hj dj, 


&,-■'■» rfj 


^M'^s-nî ''si 


6„e*,rf, 


B„rfi,ai dj, 


) Montrer que le p 


oduit des deux déterminants 



n déterminant ayant pour expression : 

, OsOj + Sî^î + Caïs 



:, + 63,3,-+c,y,, 1135:5 + 65,9 
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COURS 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 



DEFINITION. 

Lii giiométrie annlvliquc est la partie dus Mathématiques où l'on étudie 
les propriétés des figures par l'analyse algébrique. Avec quelques conven- 
tions, on arrive aux équations qui déterminent les différents points d'une 
ligne et d'une suifacc geomeliiques; au lieu de se servir des procédés 
de la Géométrie synthétique poui en démontrer une propriété, on emploie 
l'équation de cette Ii^ne ou Ue cette surface. 

Il suit de celte définition que tous les résultats de la Géométrie ana- 
lytique ont la même gcneialite que ceux de l'algèbre; après avoir 
démontré une certaine piopiiete d'une figure composée de points, de 
droites et de courbes, la même relation aura lieu dans les différentes posi- 
tions de la figure, lorsqu'un point ou une droite passe de la gauche vers la 
droite etc...; car on ne fait usage que de formules algébriques, et les 
changements de position de certaines parties de la figure dépendent seu- 
lement des valeurs ou des signes attribués aux lettres qu'elles jcnferment 

La Géométrie analytique étend donc les conceptions de la Géométrie en 
les généralisant; elle fournit, en même temps, une méthode genéiale et 
uniforme pour l'étude des propriétés des figures. De plus, elle est auisi 



y Google 



quelque l'ois très utile jtoiir icsouclre, par la Gdoméiric, ccrlnines (|iinslîons 
<Ie calcul. 

C'est vers 1G37 que rillufili'c Deseartes a défini eeltc nnuvellL- méthode 
pour les recherchés j;éomélriques; elle a été admise et cnilivcc avec 
ardeur par les gëomètrcs, et elle peut revendiquer une grande part daus 
les progrès des sciences mathématiques. 

Cependant, au corn menée ment de ce siècle, quelques géomètres se 
sont portés de préférence vers la Géométrie pure, l'élan fut donné par 
Camot, qui, dans son traité de Géométrie de position, généralisa les 
démonstrations avec la notion des longueurs positives et négatives. Plus 
tard, les nombreux et remarquables travaux de Poncelel, de Chasies, de 
Sfeincr, etc. ont séduit les esprits par des méthodes générales et fécondes. 
Mais, en même temps, la Géométrie analytique s'est considérablement 
étendue en suivant une voie nouvelle, et les élégantes i-echerehcs de 
ces dernières années ont servi à la compléter de la manière la plus 
heureuse. 

La Géométrie analytique se divise en deux parties : la Géométrie ana- 
lytique plane, qui s'occupe des lignes planes et des problèmes qui s'y 
rattachent; lu Géométrie analytii/ue à trois dimeimoits, qui étudie les 
%ures dans l'espace. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



&ÉOMÉTRIE ANALYTIQUE PLANE. 



CHAPITRE PREMIER. 



INTRODUCTION. 



SoHUArnK. — De* coonlannèei earlésiennes, obliques et reclangiilairen. Cowvfnnn^j 
ftolaircs. — Tran^foriuntion ilea coordonnées. — Pastage de la définition d'une 
ligne giomôlrigae à »uii égiinliui'. — Cfassifiention lies ligne» ptfinci. 

g I. DKS coonDo^?ii-i:s. 

I. On donne le nom de coordonnées fiux quantîtcs variables qui 
servent à fixer la position d'un point dans un plan. 

Pour délinii' les coordonnées de Dcscarles, tirons préiiliiblcment 
(fig. 1) deux droites fixes XX', Y\" 
qui se coupent en un point 0, sons I 
lin angle quelconque. Par un point 
M, menons des parallèles à ces 
droites; les coordonnées de ce point 1 
sont les longueurs MQ et MP, e'es 
dire ses dislnnces parallèles aux droi- 1 
les fixes. Mais MQ = OP, MP = OQ : 
ce sont ordinairement ces qunnlités 
que l'on considère, parce qu'elles '''n- '■ 

sont dirigées suivant les droites primitives. La coordonnée OP s'appelle 
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abcisse ilii point M et si; diisigiic par In Icllfe s; h\ seconde OQ csl l'or- 
donnée et se rcprésenlc par In lettru ij. 

Si l'on donne les deux coordonnées OP et OQ d'un poinl du plnn, on 
trouve sa position en portant, sur les droites préalables, les longueurs OP 
et OQ ; les parallèles menées par les points P et Q déterminent, par leur 
interseclion, le point correspondant. 

Comme rien n'indique dans quel sens il fant compter les distances OP 
et OQ, on pourrait trouver quatre points M, M,, Ms, Ma qui répondent à 
ces mêmes coordonnées. Il y a indétermination. Pour la faire disparaître, 
ont est convenu d'admettre la loi suivante pour les signes. Les abeisses sont 
positives, si elles sont dirigées à partir du point dans le sens OX, do 
gauche à droite; elles sont négatives dans le sens opposé. Les ordonnées 
sont positives, lorsqu'elles sont comptées à partir de l'origine dans le sens 
OY, négatives dans le sens contraire. En vertu de eette règle que l'on 
snit toujours, si on représente par o et 6 les coordonnées OP cl OQ, 

Pour le point M... x = a, .'/ = i; 

Pour le point M(... a: = — n, i/^^h; 

Pour le point Ma... a; = — a, y = — b; 

Pour le point Mb... a; = a, .V = — ^' 

Ces systèmes de valeurs pour les coordonnées diffèrent au moins 
par les signes des quanlilés a et 6; et il est visible qu'il n'y aura plus 
qu'un seul point du plan qui réponde à un système de valeurs données 
pour X et y. 

Les deux droites fixes XX', YY' se nomment les axes des coordonnées; 
la première est l'axe dos obéisses ou des x; la seconde est l'axe des 
ordonnées ou des y. Le point s'appelle origine; enfin, l'angle Tormé par 
les parties positives OX, OY est Vangte des axes; nous le représenterons 
par 0; il est toujours compris entre 0" et 180". 

Le système de coordonnées que nous venons de définir est le système 
des coordonnées oblif/ues. 



S. Coordonnées rechingulaires. Dans ce système, les droites préalables 
XX', YY' forment un angle droit; de sorte que les coordonnées rectan- 
gulaires d'un poinl sont les distances perpendiculaires de ce point aux 
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deux axes, on les projections optliogon:i!es da rayon OM sur les mêmes 
droilea. C'est le système Je plus gétiépalement employé. 

Remarques. I. Les coordonnées obliques on rectangulaires d'un point 
sont des quantités yariables avec sa position dans le plan; elles peuvent 
avoir une valeur quelconque entre les limites — co et -t- os . Un point sur 
l'axe des x a une ordonnée nulle; pour les points extrêmes de cet nxc, on 
aurait : 

a; =-+-00, ,V = 0, et X=— ÛO, i/=0. 

Tout point de l'axe des y a uneabcisse nulle; l'oHgine est le seul point 
du plan qui a ses deux coordonnées égdics à 0. 

II. Par abréviation, on emploie la notation M [x, y) pour indiquer que 
le point M a pour coordonnées les nombres * ei i/ ; le premier est l'abcisse, 
le second l'ordonnëe. Souvent, dans une question, pour distinguer les 
coordonnées variables a; et y de celles de points donnés, on alîecle ces 
dernières d'accents ou d'indices; ainsi M'(r', i/'), Mi(j;i,yi) etc. sont 
généralement des points donnés ; tandis que M (a:, y) est un point variable 
qui décrit une certaine ligne dans le plan. 

3. Trouver les coordonnées d'un point. C qui partage une ligue Ali eu 

deux segments dont te rapport est égal à — ■ 

Par les points A, C, B {/ig. 2), menons des parallèles à OY; soient {x', y'), 
{x",y"} les coordonnées des points donnés A et B, et {x,y) celles du 
point C. A l'aide d'une parallèle à OS menée par le point A, on a 
les égalités : 

AC_AK m 
CB~KF~ '. ■ 
Or 

Ak:=PQ=OQ — OP = a: — j; 
et 

KF=QR=OR — OQ=a:" — 
Après la substitution, il vier 

En second lieu, si on mène CD parallèle à OX, on 
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par suite, 

¥^-^- 

Les deux ciiuations (a) el(|3) nous donnent iinalemcnl, poui 
nées chereliiies : 



Si le point de division ctoil en deliors des points A et ](, [inr i 
m C, une marche identique conduirail: au\ formules : 



Dans ie eys particulier où le point C c 
coordonnées du milieu .sont : 



Ex. •- Un triangle ABC a iinur sommets : A (— J, 0), Il (0, 2|, C (ô, 0); i] 
coordonnées des rail i eux des cdtés. 



». «. (-i,.). <..o,. (|,.) 



Ex. ». Les sommets opposés d'un paraltelogfarome sont ■ A (0, 0), A' (5, 2); It (0, 2), 
B' (5, 0). Quels sont les coordonnées du point d'interscclion dos diagonales f 



"■ O") 



Ex. 3. Les sommets d'un triangle sont : A (s/, y'), B {-c", y"j et C {x'", j"')i trouver 
les coordonnées des milieux des médianes. 
R. On arrivera à trois expressious de la forme 



\ ' ' ' / 

points dans un plun P,, Ps, Pj el Pii soit 
on divise 1b distance CiPg eu trois parties cgi 
de C, ; ou joint C, avec P<, et on divise ( 
ordonnées du point de division Ci le jilus pi 
(œ,,y,)ctc. On ti'OLivera successivemonl : 

A'^^'. li±i^\ 2" Pour 1. point C.Y^lH^^^, Hzt^ilîY enfin, 



Ex, 4. On a quatre points dans un piun Pi, Ps, Ps el Pii soit C, lo milieu do P, I'î; 
on joint Ct avec Piéton divise 1b distance CiPg eu trois parties égales; soit Cs le point de 
division le plus près de Ci ; on joint Cj avec Pt, et on divise Ca P( en quatre parties 
égales ; trouver les coordonnées du point de division Ci le jilus procbe de C^, celles des 
points donnés étant {œi,yi)ctc. On ti'onvera successivemonl: 1" Pour le f 
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Ce point s'appelle le centre des siioijenues distances des points doiitn's. On acrivo 
toujours au même point final quoi que soit l'ordre suivi entre ces points diii>s la suite 
des opérations. 

Ex. ». Étant donné un système de m points P,(a!„ y,), Pî(a-a, y^) etc., conslruiio le. 
point dont les coordonnées aoiit reprdsciilci's par 

11,1, -t- «jE, -I- ni»œ« _ "li/i + n,y, ■+■ ■ n^yn. 

Ce ]>oiiit su nomme le rentre de> ilislaoces }iroporlwnnelles du système. 
4. Trouver l'expression de la dislaiice entre deux points donnés. 
Soient M' (a:', >/), M" (*;", t/") It'S points donnés ; menons les ordonnùus 
M'P', M"P", et, pni- le point M', une parallèle h OX; l(( li-innglc M'M"K 
tlonnc la reiiilion : 

!r5r'-= .irK' + ariï''-4-2Si'K-M''K-cosM'KM''; 

M'K. = l»'P" = x" - x', 
M"K = M"P" — KP" = y" — y'. 
De plus, ni S est Tniigle des ; 
M'KM" = 180" — G. 

Done, en riësignnnt par S la distiu 
des deux points, on obtient la formule : 

3. =^ (X" _ ^.y + (y" _ y'f + 2(x" - X') {f - y') eos 9. 
D'où ..^___^_ 

L'expression i!c la distance de roiljjine à un point M' {a;', y') découle de 
la précédente; il faut supposer que le second point M" vienne coïncider 
avec l'origine ; alors x" = et y" = ; et il vient : 

ô = ^3^^-^-y'^-^-'lx'y' eos Ô. 
Lorsouc les uses sont rcclangulaires, ces formitles se simplifient : oji fi 

= - , cos = 0; par suite, 




5 = /(^"-ry+{y'- yT; 
t la distaneo d'un point M' {>:' y') à l'origine devient 
-3 = |/a;'= -•- !/". 
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Dans l'application de ces formules, il faul lenir compte Jii signe des 
coofdoiinées, et prendre, pour è, la valeur positive du radictl, 

Eï,«. Trouver lu distance des deus poinls A (-3,4] et 8(5,-6). IL ai/ïïT 
Ex. S. Quels sont les celtes d'un triangle qui u pour sommels : A (^1, —%), B (1,2), 
C(2, — 3)? H. 2|/S7 l/iÔ7 KSê. 
Ex.». Evaluer ladista„ee e„trc Ic^oin. A(*',,') H ie point BP-^^^, ^^^^Ê?l ' 

H, I/Ï^M^ 
El, 4. Faire le mémo eulcul pour' les points A (siii p, — eus i/) et I) (— siii g, cos p). 



Eï. a. Les sommets d'un triangle sont A (ar', y'j, B {*", s 



R. ^^y[^-'-^")''-t.{y-"^,j"f, etc. ou ^ISC, ^Ar, ^AB. 

Ex. «. £\primer que la distance d'un point M (b,î/1 au point (— 1,2) est ugalo à 5. 

R. ,:c+l)--+-(;,-2l' = 9. 

A(— 1,I)B(I,2), C(l,-— 2). Il faudra résoudre les deux équations 



»■ (I»)- 



Ex. S. Clici'tlier les coordonnées d'un point du plan situé a égale distance des points 
A(-(,I)B(2,3). 

On a la eon Jilion : (a; + I)' -t- (1/ — 1)> = (» — 2)'+ (y — 3)«, ou 6aT + ij, — ] I = 0. 

Tous les systèmes de valeurs, <\a\ satisfont à celle relation, donnent des (joints qui 
répunilentà h question. 

5. Coordonnées polaires. Dans ce nouveau système, ponr déterminer 
un poinidu plan, onpiend préalablement 
un point fisc appelé pôle, et une droilc 
Jixe OX. Les coordonnées polaires d'un 
point queleoni]uc M sont : 1" La longueur 
du rayonvecteurMO qu'on désigne parla 
lettre p ; 2" L'angle w que fnit ce rayon 
Fjg. 4. vecteui' avec l'iixe. 

La coordonnée p varie enirc et « ; l'anj^le w se c'om|iie n ]>arlii- 
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i sufïisent pour diîterminer un 



— 9 - 

de OX vers OY de 0" à 3B0''. Ces lirai 
point quelconque du plan. 

Il existe une relalion impoftanto entre les coordonnées polaires et les 
coordonnées rectangulaires d'un point, lorsqu'on pi'cnd le pôle pour ori- 
gine, et l'axe OX pour celui des abcisses. Si on mène OY perpendiculaire 
à OX ainsi que les coordonnées du point M, on a évidemment : 

a; = p eos m, .V = P ^i" " i 
d'où 

■J-=tn/.t nf. Il = l/r^ -I- IJ^. 



Ces formules permettent de changer u 
reetangulaircs x et y en une autre qui n 
oëes polaires, et réciproquemeni. 
Ex. 1. Introduire dans les êqualioiis qui suîv 
i' As -+- Bj -t- C = 0. 



,»-t-y' 



= Sx. 



le relation entre 1 
renferme plus q 



s coordonnées 
e les coordon- 



Ex. t. Introduire les coordounces rcctajigulai 



!*■ — y' 



3" p = n-+-È 
x. a. Chereliei- 1 



■) et B(pV"|. 









moyen du Irianglc 



§ 2. ÎRANSFORMiTION.HES COORDONNÉES. 

A. La transformation des coordonnées a pour but d'exprimer les coor- 
données X ety d'un point, comptées sur deux uxes primitifs, en fonction 
des coordonnées du momc point relatives à un nouveau système d'axes. 
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7. Phemièhi; 



— 10 — 
Los formules i[iii en doriveiit servent à iiitroilnirc les coordonnées nou- 
velles dans une relation entre les premières x et y, et à passer ainsi, 
comme nous le verrons plus tard, de l'ëquntion d'une eourbe rappoi'tce à 
un système d'axes, à son équation pour des axes nouveaux. Celle opération 
est souvent utile pour simplilier, avec un système d'axes convenables, 
l'équalion d'une ligne afin de l'étudier avec plus de facilité. 

Dans la recherche des formules de transformation, nous allons distin- 
guer différenls cas, suivant la position des axes nouveaux relativement 
aux axes primitifs. 

I. Déptaceiiient de l'origùie. Soient OX, 
OV les anciens axes, et O'X', 0'\" les 
axes nouveaux; nous désignerons par 
X et y les coordonnées d'un point M par 
rapport aux premiers,c(para;',^' les coor- 
données du même point pour les deux 
autres; enfin,soicnlM et h les coordonnées 
de la nouvelle origine 0'. On a 
o = OA, i^ AO', x' = O'P', J/' = MP', X = OP, }/ = MP. 
Mais, 

OP = OA -H AP = OA H- O'P', 
MP = PP' -t- MP' = AO' -4- 3IP' ; 

x — a-^x', // = 6 -t- y'. 
Ce sont les formules de transformation qui eorrcspondonl à un change- 
ment de l'origine, la direction des axes étant la même; les quantités a et 
b sont supposées connues. 

y + fa — 7 = 0, a:' + !,» — ia! -f- 2ï/ — 1 = (I, 
M l'on |)loco la LiouveHe origine au point (2,— l] ? 

», !/'+4)i' = 0, a-" + !/'> = G 
2. Que devient l'équatien 







^0, 



<-.)■ 
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8. SiiCo,\DE TiiA.\si-oiiMAïioN. Chatigemenl de direction dvs uxen. 

Les droiies OX, OY {fig. 6) sont toujours les axes primitifs et OX', OY' 
les nouveaux axes issus iJe la même origine ; soient œ et p les angles de 
ces derniers avec OX : ces (Jeux angles sont donnés et servent à fixer la 
position des axes nouveaux. Nous désignerons, comme tantôt, par x el y, 
x' et y', les coordonnées d'un point quelconque M relativement aux axes 
de même nom; enfin B sera l'angle YOX. 
Après avoir mené les coordonnées, on a. 
d'après la figure, 

e=YOX, a=-X'OX, jS^Y'OX. 
x=OP, J/ = MP, a;' = OP' *,' = ftiP'. 

Pour arriver à exprimer se et y en fouc- 
lion de x' et de y', lirons deux lignes 
auxiliaires OR et OS respeclivemenl per- " 
pendiculaîres à OY et OX, et projetons le polygone OP'MPO, d'iibord 
sur OR. En vcriu du théordme : que la somme algébrique des projections 
des côtés d'un polygone fermé sur un axe est nulle, on peut éci-ire la 
relation suivante, en parcourant le polygone dans le sens OP'MPO, 
OP'eos(0P',OR)+P'M eos(P'M,OR)-MPcos(SlP,OR)— PO eos(PO,OR)=0; 
ou bien 

x' cos X'OR ^ ij cos Y'OR — x cos XOR = ; 

car le côlé MP est perpendiculaire à OR, et le troisième terme disparaît. 



XOR = YOR - YOX = g -- 5; 
X'OR = X'OX -t- XOR =- a + |_ Q = ^ — (Q — a); 

Y'OR == Y'OX -b XOR = ^ -V- 1 — = I — [B — fî). 

La siibsiilution de ces valeurs nous conduit à la relation 

(a) x' sin (9 — a} -1- y' sin (9 — 13) — a; sin S = 0. 
Projetons maintenant le même polygone sur OS. Ou aura 
OP' cos X'OS -i- P'.M cos Y'OS — MP cos YOS ~ PO cos XOS = 0. 

Mais 

X'OS = ^ — a, VOS ^1 — [3, YOS == 5 ^ S; 
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(!c plus, le coté OP est pci-pcndieulaii-c à OS, cos XOS=0; en substituant, 
on obtient 

(h) x'si,ia-t-/sinp-ysinO=^0. 

Les deux équations («) el (6), résolues par rapport a x cl y, donnent 
^__^ a:'sin(e-^)+/sin(e^P) ^ _ x' ,in a ^ y' sm ^ ^ 

Ces formules servent à passer d'un système d'axes obliques à un autre 
système de même nature el de même origine ; elles sont peu employées 
dans lonte leur généralité. Nous allons examiner quelques cas parliculiers 
d'un usage plus fréquent. 

1" Passer d'un système d'axes rectangulaires à un systèrne d'axes 
obliques. 

On a, dans ee cas, = ^, sin = 1 ; et les formules précède nies 

deviennent 

X = a:' eos a -I- y' cos |3 
i/ = x'sina-t- j'sinp. 
2" Passer d'an système d'axes rectangulaires à un autre système d'axes 
rectangulaires. 

Dans cette hypothèse, 6=51 sin 9 = 1 ; de plus, (3 = -^+«, 

eos |3 = — sin a, et sin {3 = cos a. Les formules propres à ee passage 

3; ^ a:' eos a — y' sin «, 

y = x' sin a -t- y' COS «. 

5" Passer d'un système d'axes obliques à un système d'axes rectiui- 

On a ici : [3 = - -t- a, sin (S — (3) = — eos (B — a), et sîn (3 = cos o.; 

par suile, 

X- sin (9 -«)— ^'wa(Q-a) 



0. TR4NSFoiiJ[iTio.^ (iÉMÉnALE. Elle consiste à clianger i 



y Google 



— 15 — 
et la clirecUon des axes. On peut y |iarvenir au moyen des deux Irniis- 
formnlions précédentes. Si 0'(n, b) représente la nouvelle origine, et si on 
mène, par ce point, deux axes O'X", CY" parallèles aux axes primitifs, 
on passera d'un système à l'autre par les formules 
a: = « -t- x", y r^b -^- y". 

Il reste ensuite à passer du système O'X", O'Y" au système O'X', O'Y', 
en conservant l'origine. Il faudra remplacer a;", y" par les valeurs géné- 
rales de se et y trouvées précédemment. Les formules de la Iransforaïa- 
lion la plus générale des coordonnées rectilignes seront donc 
^ 3:'sîn(S-a)-4-.v'sin(9-f3) 

sin 6 



Remarques. I. Dans les formules précédentes, 6 est l'angle formé par les 
parties positives des axes OX et OY; il peut varier entre 0" et 180". Les 
angles « et [3 sont formés par les parties positives des axes nouveaux avec 
l'ancien axe des x positifs; ils peuvent varier entre 0° el 180°. 

II. Dans les cas particuliers du N" 8, si l'origine change et se trouve au 
point 0' (a, b) du plan, il faut ajouter aux valeurs de x çtdcy les coor- 
données a et II de cette origine. 

m. Les différentes formules de la transformation des coordonnées sont 
du premier degré en x' et j/' et de la forme 

a: = o -f- px' -h qi/', ,'/ ^^ f* '^ '"^' "+" ^H'- 

La substitution de ces valeurs, dans une équation du degré wt en x et y, 
conduira à une nouvelle équation du même degré en x', y'. Il est clair que 
le degré ne pourra pas s'élever, car le développement d'un polynôme à la 
puissance m ne donne pas de termes en x', y' de degré supérieur à m ; 
il ne diminuera pas non plus, car, en repassant des axes nouveaux aux 
anciens, il devrait augmenter. 
Ex. 1. MoDti'cr que l'cquatjon 

■• + ». = Il" 

fiSt toLijûui-s de lu munie forme pour loua les axes rectangulaii'cs Je laéDie orijjiiie. 
Ei:. «. 0\x s Tiiquotioa en coordoiuiées ['eet.ingulaircs 
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Es. 4 Éoiii'e les formules propres à passer d'un système d'axes rcelotiglllaires n uh 
sysiènie d'usés obliques eu coiiservaut l'origine el le même axe des œ. 
R. œ = œ' -»- / COS |3, y:r^ y' sîii ;3. 
Ex. S, Éluiit diJMiiciy réqiialiou eu cnordoiiuces reclangulaircs 
^x" — îixii -+- 2i/' :^ I , 
r]ue lieviurit-olli', si un conserve l'axe des a: et si on prend, (imii' axe des v, la bissoetrice 
des n.ics pi'iniilirs ? 

li. i(!''-l-!^'2 + l/^a,y = 2. 

dus coordonnées cartésiennes en coordonnées 
I polaires. Nous avons déjà l'ait connnitrc 
I les formules qui servent à ojxSrcr ce 
I passage, lorsque les axes sont rectanga- 
I Inires, l'origine nu pôle, et l'axe des x 
I coïncidant avec l'axe poloire; ce sont ; 
a: = pcos», t/ = psinw. 
Si l'axe des a; fait un angle cc{fig. 7) avec 
l'axe polaire, il suffit de changer w en w — a, cl on n, dans celle hypoMièse, 
x = p cos (w — «), y = p sin (o — a). 
Supposons niainlcnant (fig. 8) que les a.ics soient obliques, et que 
eelui des x coïncide avec l'axe polaire. Le 
iriangic OMP donne 

MP_sinM OP _ sio(9-M) 
OM~?iiiS' OM sin (3 

D'où on lire les lormiiks do Iransforma- 
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I 5. i5ql'.vtio^s des lieux fiÉoji étriqués. 

11. Soit AIÏ une ligni; définie gcnmétpiquemcnt pai' une propriiHc 
commune k chacun de ses points. Menons à volonlé, dans le plan, deux 
axes OX, 0¥. Les coordonnées a; et y d'un point M dépendent de sa posi- 
tion snr la courbe ; pour In vîileiii- parliciilièi-e a: = OP, l'ordonnée prend 
une valeur déterminée MP ; et si on fuit 1 
varier x, par exemple, en lui atlribujint 1 

les valeurs croissantes OP' , l'ordoni 

y varie aussi; elle augmente on dimîi 

suivant la forme de la courbe. Dans i< 

les cas, on peut regarder l'ordonnée d'un 1 

point qui décrit une lij^ne géométrique ri^. a. 

comme dépendant de l'abeisse de ce [miiit : ce qui s'exprime en disant que 

y est une fonction do x. Dès lors, en parlant de la définition de cette ligne 

on pourra, par une construction nuxiliairc et au moyen de théorèmes 

eonnus, exprimer par une équation la relation qui existe entre l'ordonnée 

et l'abeisse. L'équation ainsi obtenue ne renfermant plus que des quantités 

données et les deux variables x et y est l'équation de la ligne définie : 

c'est-Ji-dîre une équaiion qui sera satisfaite par les coordonnées de tons 

les points de la courbe; car ces points jouissent de la même propriété et 

doivent satisfaire à la même relation. 

ttëciproqiiement, toute équaiion entre x et y représente une ligne dont 
on peut connaître approximativement la (orme au moyen de deux axes 
quelconques. Il faut remarquer qu'un système de valeurs pour a; et j, 
pris au hasard, ne satisfera pas généralement à l'équation; les points 
dont les coordonnées satisfont à celte relation ne vont pas se répartir dans 
le plan d'une manière arhitraire; mais ils doivent se suivre d'après une 
certaine loi. Or, si on donne h la variable x qui représente l'abeisse une 
valeur Xi, l'équation donnera une ou plusieurs valeurs pour y, suivant 
son degré ; on aura donc un ou plusieurs points de la courbe situés sur 
l'ordonnée correspondante h x,. Avec une seconde valeur i = a;s, on 
obtiendra de nouveau un on plusieurs points du lieu sur l'ordonnée cor- 
respondante il Xa, et ainsi de suite. Lorsque les points ainsi trouvés sont 
assez rapprochés, on peut les joindre par un trait continu, et tracer 
approximativement la courbe, lien de l'équation donnée. 
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Nous alloiis donnef qiielqueij exemples qui ont pour but d'indiquer la 
marclic à suivre dans la mise en équation des lignes. Nous ferons remar- 
quer qae, les axes des coordonaées étant arbitraires, on peut les choisir 
comme on veut dans chaque qnestiou. Souvent, on fait usage d'axes 
rectangulaires ; s'il y a des points ou des droites données, il est générale- 
ment avantageux de prendre l'un des axes passant par ces points ou coïn- 
cidant avec une droite connue. 

IS. Cercle. La circonférence de cercle est une courbe dont les points 
sont également distants d'un point fixe appelé centre. 

Pour arriver 5 son équation, prenons pour axes deux droites rectangu- 
laires qui se coupent an eenlre. Soient x cl y les coordonnées d'un point 
; menons MP perpendiculaire à OX, 
usi que le rayon OM. Le triangle 
I OMP donne 




OP 



h MP = OM , 






)■ étant le rayon du cercle. 

C'est la relation qui existe entre les 
coordonnées d'un point quelconque de la circonrérence, ou l'équation de 
cette ligne, pour le système particulier d'axes que nous avons choisis. 

Cette équation serait différente, avec un système d'axes rectangulaires 
issus d'un point quelconque A du plan. En effet, si on les prend parallèles 
aux premiers, et si on prolonge MP jusqu'à sa rencontre avec Ax, on a ici 
a;=.AQ, y = MQ Soient a = AR, et f- = OR les coordonnées du centre ; 
on a toujours, dans le triangle OMP, 



OP" 



MP = 



13.11 

cette propriété : i/i 
constante. 



OP = HQ = AQ — AR = X — «. 
MP = MQ - PQ = MQ — OR = y — t ; 

l'équation du cercle, pour ce second système d'axes, sera 
(.:-«)■ ^-(j- 6)' -r'. 
, L'hyperbole est une courbe dont chaque point jouit de 
la différence de ses dislaiiceti à deux points fixes eut 
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Comme il y a deux points fixes donnés, prcm 
la droite qui passe par ces deux points, et, poni 
pendicnlairc OY élevée au milieu 
de la distance FF'. Soit M(x, y) nu 
point de )a courbe; tirons les droi- 
tes MF, iVIF', et MP perpendiculaire 
h OX. Nous représenterons la con- 
stante par 2(ii, et la distanee VF' 



par Se. 
D'après 



i défmiii 



Or, le triangle MPF donne 



= /mp'+ r 




= />!!»■ 



On ti'ouvcra ;iussi, ji;i 



■ le Irinnglc MPF', 



MF' = i/f + {x + cY. 



L'éfiaalinn de la courbe sera donc 



l/,f + (a; + c)* - l/f ^- (^ - cf ■- 



Afin de simplifier, faisons passer le second radical dans In membre 
droite, et élevons ensuite an carré. Il viendra, après les réductions, 



ex — a^^a [/y* -t- (x — cf ; 
fil, en élevant une seconde fois au carré, on pourra mettre réi]uation sous 
la l'orme 

Mais, dans le triangle FMF', on a FF' > F'M — FM ou 2c > 2a ; la dîfFé- 
pcnce c' — «^ est positive et on peut poser c* — o^ = 6^ L'équation de 
l'hyperbole, pour le système d'axes de la iigure, sera finalement 

ou bien 
Ponr se faire une idée de îa courbe, il faut discuter réqualion. Si on la 
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résoijd par rapport à y, o 



= ± ~\/x- 



A chaque valeur attribuée à x, eoprcspondenl deux valeurs égales cl de 
signes contraires pour y ; les points de la courbe sont donc distribn(!s deux 
à deux à egnîe distance de l'axe des x. 11 en sera de même relativement à 
l'axe des)/; il suffit de résoudre l'équation par rapport à a; pour s'en 
assnrer, La courbe est donc symétrique par rapport aux deux axes. 

Ponr X = ± a, .y = ; si on porte sur l'axe des x, de chaque côté de 
l'origine, OA=OÂ'=o, on aura les points A et A' où la courbe rencontre 
l'axe des x. Dans l'hypothèse x = 0, l'équation donne pour y une valeur 
imaginaire; la courbe ne rencontre pas cet axe. 

Lorsque a; varie depuis jusqu'à dba, y est imaginaire ; donc, si on 
tire par les points A et A' des parallèles à OY, il n'y aura aucun point de 
la conrbe situé dans la portion du plan qu'elles coniprennent. Mais si x 
augmente depuis ± a jusqu'à ± ce , y est toujours réel et croît indéfini- 
ment avec X. A ces valeurs correspondent les deux branches de la figure : 
elles s'étendent à l'infini, Tune dans le sens des x positifs, l'autre dans le 
sens des a; négatifs, en s'écartant de plus en plus des axes. 



14. Lemniscate. La lemtiiscate est une covrbe telle que le produit des 
distances de chfictm de ses points à deux points fixes est constant et égal 
;arré de la moitié de la distance 
s points jixes. 

Adoptons le même système d'axes 
|ue dans l'exemple précédent, et 
I posons a = OF. L'équalion de la 
courbe sera 




[/^y'^ + [.v~aY^y'-^{x^af=n\ 



: les deux membres, on oblienl 



Yf + (a: — uf] [f + (1+ a 
)u bien 

[(/ -V- a;^ -+- a^ — 2aa;] [f- -t- x^ -j- a 
L'équation de la courbe peut donc s'écrire 
{,(/ -H x^ -^ a^}' — 'i-a^x' ■■ 



h- 2«j;] = 
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Eli lii résolvant par rapport à if, on trouve 




r^ai/i^^ + a^-(x^+i 


l'I- 


Pour calculer y, il faudra toujours prendre 


le 


membre avee le signe positif. 




A chaque valeur de ic, il y a deux valeurs égale 


s et 



pour y ; la courbe est symélrique par rapport à 
Les points de reneoiilre avee XX' s'obtienne 
trouve ainsi la condition 

a [/ix^ + a* = j;^ -t- a 



ou bien 



= 0, eta: = ±o[/2. U 



H'be pas 



rl'o 



On y satisfait pour x^ 
gine et coupe l'axe des x en deux autres points situés à nnc distance 
a ]/¥du point 0. 

Il est facile devérifier que, pour les valeurs de a; plusgrandes que a^2, 
y est imaginaire; la courbe reste comprise dans la portion du plan 
inlerceptée par les parallèles k OY, menées par les points où elle rencontre 
l'axe des x. Lorsque x varie entre et ay^, y augmente d'abord pour 

,. . . , Sa On , 

diminuer ensuite ; le maximum de y tombe entre x = -7-- et r = — - ■ La 

^ 10 10 

courbe aura donc la forme indiquée dans la figure. 

1 5, CissoÏDE DE DiocLÉs. On a un cercle {jig. 13), un diamètre a = OL, 
et la tangente IR à l'extrémité de ce diamètre. Par le point 0, on mène 
e telle que OD qui rencontre le cercle m un point G ; 
I ou prend enfin OM = CD ; le tim du point 
' M ainsi construit est la courbe appelée 
issoïde. 

Pour trouve!' son équation en coordon- 

lées polaireti, prenons le point pour pdie, 

et OL pour axe polaire. Soient p, u les 

coordonnées du point M; d'après la eon- 

I struction, ou a 

p =0M :.-CD = OD — OC. 
Or, si on mène CL, les triangles rectan- 
gles ODL et OCL nous donuont 



'Icimnt 




Q\i = 



0C = 



yGoosle 



C'est l'ciqualion de lu cissoïde en fioorddnnéos polaiirs. 

En \crtu de lu Iran s for million indiquée pré eédem ment, on oblicndra 
facilement l'équation de la courbe en coordonnées rerlangulaires. Si on 
prcnii OL pnur axe des x, et la perpendiculaire OY pour l'axe îles 
onlonnécs, il fiiut se servir des formules 

X =; p cos w. y = p sin w. 



Cette équation indique que ta courbe est symétrique par rapport à l'axe 
dcsj:; si a; augmente de à a, l'ordonnée j/ croît d'une manière continue 
et devient infinie pour x = a. D'ailleurs, pour toute autre valeur attribuée 
à X, ij est imaginaire. La courbe se compose de deux bnincbes symé- 
triques qui s'éloignent de plus en plus de l'axe des x en se rapprochant 
indérmimcnt de la droite lixc RR'. 

16. Spuule o'AitcHiMÈJiE. Une longueur fixe OA tourne mùformément 
autour du point 0, de sorte que te point A décrit une circonférence de 
rayon OA = r. Un point M part en même temps du point pour par- 
'irir d'un mouvement uniforme le rayon OA, pendant le même temps 
I (jue le point A décrit la circonférence 
I entière. Le lieu des positions du point M 
I «si la spirale d'Arckimède. 

Clierchons son équation en coordon- 

lées polaires, le point étant le pôle 

■t l'axe polaire étant dirigé suivant la 

I position primitive du rayon OA. Soit 

I OAi une position du rayon mobile telle 

■ que AAi soit, par exemple, la huitième 

partie de la circonférence. D'après la 

a question, le point M sera sur OAi à une distance du point O 
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: pai'tic de ce raycn. On n donc, la proporl 



dou, en posant « = —' 

C'est l'équation e lie reliée. 

Il sera facile de construire la courbe par points. Après avoir partage, 
par exemple, la circonférence en huit parties égales par les points Âj, Ai, 
Aj..., on tire les rayons OAi, OAs, OAs-.. et on prend sur chacun d'eux 

--, ô ' 5 "■ "l" rayon. La courbe ainsi obtenue passera évidemmeiil par le 

point A. 

Si on suppose que le rayon fasse une iiiQuité de révolutions autour du 
poinlO, cl que le point M parcoure à cliaqne tour la longueur ilu rayon, 
la courbe se continue indélininient en forme de spirale. 

17. Ces exemples suffisent pour montrer que la simple notion des cour- 
données conduit à représenter une ligne géométrique par une équation. 
Déplus, nous arriverons bientôt aux conditions et formules qui expriment 
les relations de situation de points et de droites. Dès lors, pour démontrer 
une propriété d'une figure, on n'aura plus qu'à se servir d'expressions 
analytiques connues, à les combiner entre elles, pour arriver à la relation 
algébrique qui exprime la propriété indiquée. On remplace ainsi loulc 
démonstration graphique par une opération de calcul. 

§ 4. CLASSlFICiTlOS DES LIGNES l'LiNKS. 

18. On divise d'une manière générale les lignes planes en lignes 
algébriques et en lignes transcendantes : les premières sont représentées 
par des équations qui ne renferment que des opérations algébriques à 
clFeetuer sur X et )/ ; les lignes transcendantes ont des équations où se 
trouve un sinus, un logarithme ou tout autre signe trajiscendant qui se 
rapporte à ces variables. 

Les lignes algébriques se partagent en différents ordres suivant le degré 
de leurs équations : ainsi une ligue est dite du second ordre, si son équa- 
tion est du second degré en .x et y ; une ligne de l'ordre m est celle dont 
réqudtion est tlu degré m. 
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La nature d'une ligne étant indépendante du choix des axes auxquels on 
la rapporte, une bonne classificalioo doit s'appuyer sur une base inva- 
riable avec les changements d'axes coordonnés. Or, nous avons vu que les 
formules de transformation, pour passer d'un système d'axes à un autre, 
ne changent pas le degré de l'équation. Donc le partage des lignes en 
différents ordres comme on vient de l'indiquer est légitime; une courbe 
de l'ordre m le sera toujours pour tous les axes possibles. 

Chaque ordre renferme aussi plusieurs espèces de courbes suivant les 
valeurs attribuées aux coefficients qui entrent dans l'équation générale. 
C'est ainsi, comme nous le verrons bientôt, qu'il y a trois espèces de 
courbes du second ordre. Newton a prouvé l'existence de soixante-douze 
espèces de courbes du troisième ordre, et, depuis, ce nombre s'est accru 
de plusieurs espèces nouvelles. 

19. Une ligne de tordre m ne peitl être rencontrée par une droite en 
plus de m points. 

En effet, rapportons cette ligne à deux axes dont l'un OX coïncide avec 
la droite donnée. Avec ce système d'axes, l'équation de In courbe est du 
degré m. Pour les points d'intersection avec l'axe des a;, on ay = 0; cette 
hypothèse introduite dans l'équation fera disparaître les termes qui ren- 
ferment y et il restera une équation en a; qui sera au plus de degré m; 
elle donnera au plus m valeurs pour les abcisses des points d'intersection 
de la courbe avec la droite XX'. 

II suit de cette propriété qu'une ligne du premier ordre ne peut être 
rencontrée par une droite qu'en un point ; toutes les lignes de cet ordre 
seront des droites. L'hyperbole, qui est une ligne du second ordre, ne peut 
être rencontrée par une droite en plus de deux points; la Icmniscale en 
plus de quatre points, etc. 

30. Il arrive quel(|oefois qu'une équation du degré m se décompose 
en un produit de plusieurs facteurs de degré inlérieur. Dans ce cas, elle 
représente plusieurs lignes d'un ordre moins élevé. Ainsi une équation du 
troisième degré qui pourrait se mettre sous la forme : 

{ax ■^- hy + e) (mx^ + pxy -*■ qy^ -v- s) = 0, 
représenterait ujie ligne du premier ordre donnée par l'équation 

«X -1- fiy -H c = 0, 
et une ligue du second ordre par 

nix^ + pj-jj -t- q'j^ -+-,? = 0. 
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De même i'cqualîon du degré m 

(aix ■+■ hiy -*- C])(c!s37 -+- Ky + Cs)--- (««a; -H bmy -i- c^) = 
donnera un système de m lignes droites; c'est un cas parliculier d'une 
ligne de l'ordre m, et il armera quelquefois qu'une propriété de cette 
dernière s'appliquera au système de ces m droites. 

Remaruue, De toutes les lignes planes, les plus remarquables et les 
mieux connues sont les lignes du second ordre. Les géomètres de l'anti- 
quité en ont l'ait la découverte en coupant par un plan un cône droit à 
base circulaire ; c'est ainsi qu'ils ont été amenés à les étudier et qu'ils sont 
parvenus à en démontrer plusieurs propriétés importantes. Apollonlus 
(247 ans flvani J.-C.) a réuni, dans un traité en huit livres, ses propres 
recherches sur ce sujet avec tout ce qui ûvait été fait avant lui. D'après les 
principes de la géométrie analytique, ces courbes sont représentées par 
l'équation générale du second degré en x et y. Avec cette équation et par 
des procédés inconnus aux: anciens, on a pénétré plus avant dans la nature 
des lignes du second ordre, et augmenté considérablement le nombre de 
leurs propriétés; aussi leur théorie fera l'objet d'une grande partie de la 
géométrie plane : il est indispensable de s'y arrêter un certain temps pour 
aborder plus facilement l'étude des courbes d'un ordre plus élevé. 
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CliAPITlili U, 

LIGNE DROn 



SowiiAiBC — Fmmes diverses de l'é^tinlion du premii:!' degré. — Prnhlbncs . — Droil'i 
itanginatre Equalion» de degré »iip(U'ieur repréneiilaiil des /ipiici droites, — Uitlitrt/ie 
de Iteiix geomélriqtiei du premier degré. 



§ 



ÉQUATION m; 



?1. L'é(jiiatii)n la plus siiiiplo du pieiiiiiii- t\v^ 
Ci'ine qu'une coordoiméc, jtiir exemple 



X =^ ~—-~\ et, eu posant a 



Pour rinicfpréler, menons à volonté dans !e pian {/ig. liS) deux axes 
OX, OY et prenons sur le premier une abscisse 0A = o. le point A 
appartient au lieu de l'équation; il en sera de même de loua les points 
de la droite DC parallèle à OY el traver- 
sant le point A : car ils ont tous pour abscisse 
o; d'ailleurs, aueun autre point du plan ne 
pouvant satisfaire à cette condition, j'éqna' 
tiou proposée représente une droite paral- 
\i;\c h l'axe des ;/. De même l'équation 

Ay -t- C = 
nu'on peut ramener à la forme 




a tel que Olf = 6. 



c El' pnruJlèl 



à OX c 



■eiiconire OY en un poi 
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Ainsi toute équation du pyemie.r degré, qui ne ri 
donnée, représente une droite parallèle à la coordom 



etjuu 



le qui n'a entre pas. 

as. Considérons maiiilcnant une équation qui rcnrermi; les deux varia- 
bles X et y sans torme constant; clic est de la forme 

Al/ + lîr = 0. 

]i 
E(\ la l'ésolviint |)^ir rapport à y et posant m = — -, 



, elle dcvic 



s Icc 



1 posi 



Ltîf, i 



est cvidci 



L- pont 



ilisfair 



l'équation qu'en attribuant aux coordonnées x e\,y des valeurs de même 
signe; les points du lieu doivent se Irouver dans l'angle XOY où les 
coordonnées sont positives, et dans l'angle opposé oii elles sont négatives. 
De l'équaiion on tii'c 



Si donc Mi, Ms, M= {/ig. IG) s 
MiP, _M iP i — M5p->_ 
01», ~ OPa "" — OPî ~^"^' 
les triangles M,OP,,MsOPi„M30Pj 

sont semblables et les angles M,OPi, 
SliOPa, MsOPî égaux ; lus trois points 
Ml, Mî, Mi sont en ligne droite; et 
comme ils sont quelconques, le Heu 
de l'équation sera une ligne droite 
qui passe par l'origine, l'équation 
étant satisfaite pour:t = 0, */ = 0. 

Un raisonnement ideniique prouverait que le 




est une droile qui traverse l'origine, et qui esldirigée dans les angles YOX', 
XOY' où les coordonnées ont des signes contraires. 

Donc tonte équation de la forme ky -c Ba; =^ ou y =: mx repréaenle 
tine droite qui passe par Cnrigine. 



«S. Prc 



s enfin l'équaiion la plus générale du prcin 
Al/ -1- lU + C = 0. 



cely 



yGoosle 





y=-K'-^r 


Posons m 


.;= — --, 6 = — - ; nous aurons à considérer IVqiiation 




J_,„^H-6. 


Soit OMs 


une drnilû passant par l'origine et représenlée par 



Pour une même valeur de x, Yy de In première équation surpasse l'y 
de la deuxième de la quantité constante 6. les points du lieu de l'équation 
proposée seront donc situés sur une ligne PQ {fig, 16) parallèle à OMs et 
qui intercepte sur OY une longueur OB = b. 

Lorsque b est négatif, on a 

y = mx — b; 
e'est l'équaiion d'une droite RS paralièle ïi OMs et de l'autre côté de 
l'origine. 

On prouvera de la même manière que les deus équations 
y = — mx + b et y = — mx — b 
représentent deux droites parallèles à celle de l'équation y = — mx. 

Après cette discussion, on est en droit de conclure que toute équation du 
premier degré entre les variables x ety représente une ligne droite. 

94. Réciproquement, vne droite quelconque sera représentée par une 
équalion du premier degré. 

En effet, si elle est parallèle à l'un des axes, tous ses points auront une 

même abcisse ou une même ordonnée et son équation sera 

;c = « ou y = 6- 

Si elle passe par l'origine, en prenant plu.sieurs points de la droite Mi, 

Ma, Mj et abaissant les ordonnées, on aura des triangles semblables, et, par 

suite, les relations 

Ml P. __ MîPs _ 

op, ^"ôp7 

Soit m le rapport constant de l'ordonnée à l'abcisse; on aura pour 
cliaquc point de la droite 
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Enfin, si la droite donnée rencontre les axes, on peut toujours mener 
par I"origine une droite qui lui soit parallèle et ijui ait pour équation 
y^=mx ou y^ — mx. 

Or, pour passer de celle-ci à la première, il suffît d'augmenler ou 
de diminuer l'ordonnée d'une quantité constante h ; l'équation de la 
droite proposée sera nécessairement du premier degré et sous l'une des 
formes indiquées dans le numéro précédent. 

3S. Lorsqu'on connait l'équation d'une droite, il sullit pour la 
construire de chercher deux points qui lui appartiennent. On donnera 
donc à X deux valeurs Xi, xt choisies à volonté; l'équation fournira les 
valeurs correspondantes )/i,!/a pour l'ordonnée y .La droite des deux points 
Mi(x,, yi),Ms[xs, ys) est celle qui répond à l'équation donnée. Pour 
plus de facilité on détermine de préférence les poinis où elle rencontre 
les axes : pour a- = 0, l'équation donne l'ordonnée du point d'intersection 
de la droite avec OY, et, pour y = 0, l'abcisse du point d'intersection 
avec l'axe des x. 

Ex. ■ . Que siguilient les équations œ ;:^: 0, y ^0? 

R. La première représente l'axe des y, la seconde l'axe ilos j:. 

£\. >. Figurer le parallélogiDnime dont les cotés ont pour équadan^ 







Sy-I, 


2)/: 


= 5. 


E\.a. 


Que representeiil les 


équations 








'J 


-x^O, 


V + j = Oi' 


R. Les bisseclriees des axes. 








£x.4. 


Construire le triangle 


' dent les côtés 


; ont 1 


)our .■qui 




!^ — 2a! + 5 = 0, 


Zy-^-. 


= i, 


2V 


Es. S. 


Figurer le qusdrilatère dont les eût 


es SOI 


it donnes 




B-S = 0, Sf = 


!, Sx + 


2y- 


-7=0, 


96. 


Coefficient angulaii 


■e. Lorsque 1 


l'équ 


ation d- 


si rani 


enée à [a forme 









d'une droite PQ (/(<,. Ifi) 

;/ = mx -H b. 
le cocfïiciout I) représente l'ordonnée du point d'inlcrsection de la droite 
avec l'axe des y; car, pour a: = 0, y = 6. Cette longueur s'appelle 
Vurdonnée à l'origine : sa valeur n'a aucune influence sur la direction de 
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la droite; elle ne fait ([u'incliqucr si celle-ci passe plus ou moins près d 
l'oi'igioc. 

Pour obtenir la signifitalion de m, menons OMs parallèle à PQ ; se 
équation sera 

»/ = mx. 
Poop nn point Mi, on aura 

M,P, siri MiOP, 



Soit S l'angle des axes et « celui de la droite avec OX ; il viendifl 
remarquant que 0M,P| = 6 — «, 



sin (6 — a) 
Lorsque les axes sont reelangulaires, 9 = 90", sin {0 — a) =: ces a, 
et, par conséquent. 

Le coefficient de x dans l'équation s'exprime donc en l'onction de 
l'angle «; on l'appelle coefficient angulaiie de la droite; ponr un même 
système d'axes, la direction d'une droite dépend uniquement de ce 
coclïicient. 

Lorsque l'équation est de la forme 

Ay -hBx -t- C = 0, 

il faut la résoudre par rapport à y pour obtenir la valeur du coefficient 

... B 

angulaire ; on aurait ainsi m ^ — - - 

3T. Il existe encore deux formes très employées de l'équation d'une 
droite en coordonnées cartésiennes que nous allons faire connaître. 
Reprenons l'équation 

A'j -+-U3: -i- C=0 
d'une certaine droite Ali. Appelons u et b 
■,s distances à l'origine des points d'iuter- 
I section de la droite avec les axes, cl inlro- 
Lliiisonscesqtianlitésdans l'équation. Pour 
p/=0, 3:=0A=a; d'où 
Bu-H C = U. 
= 0, !/--^0B = 6 et, ]iar consé'iuent, 



la 
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On en tire B == > A = — -; subsCÎtiKint ci;s valeurs, on ofiliciit 

après la suppression du fadeur commun C, 



Si on imagine un pnrallclogrammc dont les sommets se Irouvent sur 
les ases aux distances ± a et ± 6 de l'origine, les équations de ses côtés 



Lorsque, dans les fonnales 



on pose A = 0, B = 0, les segments interceptés par la droite sur les 
axes sont infinis. Il en résulte que l'équalion 

O.y -i- O.a: -(- C = ou C = 0, 
e'est-à-dire une constante égalée à zéro, doit être regardée comme la 
définition analytique d'une droite située à l'infini et nécessairement 
indéterminée de direction, puisque le coefficient angulaire se présente 

sous la l'orme - • Cependant, si on avait à considérer une droite 

A^ -H Bx -H C = 0, lorsque les coeiticienls A et B lendent simultanément 

vers 0, et que le rapport — -■ reste constant, l'équation limite C = 

représenterait une droite à l'infini parallèle k une direction déterminée. 
98. Abaissons de l'origine (Jig. 17) une perpendiculaire sur la droite 
AB; soit p la longueur de celte perpendiculaire, et a, (3 les angles qu'elle 
fait avec les axes positifs OX, OY. Les triangles rectangles donnent 

i:os X cos (5 

La substitution de ces valeurs fournit cette nouvelle forme de l'équation 
d'une droite 

a: cos « -I- »/ cos [3 == p. 



y Google 



__ 50 — 

Pour lin système d'axes rcclangulaires cos ^ = sin a, et on aurait alors 

X cos CL -i- y sia et — p = 0. 
L'équation d'une droite A'B' parallèle à la premièpe de l'autre côté de 
l'origine mais à la même distance de ce point serait 

xeos(180<' — «) -4- y £08(180" — p) -=p, 
ou liion 

a: cos B 4- 1/ cos P = — /) ; 

et, en coordonnées rectangulaires, 

xcosa-f 7/sina=--p. 
Dans ces équations p doit cire regardé comme pouvant être positif ou 
négatif et les angles « et [3 comme compris entre les limites et 1 80". 
L'équation générale 

A)/ + Bj; + C = 
peut toujours être ramenée h la forme 

a: cos a-t-i/sina — p = 0; 
c'est-à-dire qu'il est toujours possible de trouver une quantité p et un 
angle a propres à passer de l'une à l'autre, En effet, multiplions l'équation 
par un facteur indéterminé {j., et identifions-la avec la seconde; on aura 
les relations 

[iA = sin a, fiG == cos « et pC = — p. 
lin élevant les deux premières au carré et ajoutant, on trouve 

p.^(A^ + B^)--l, d'où 



[/A^ -+- B= 



/A=. 



/A^" + Ji^ 



Il suffit donc de diviser l'équation proposée par ± (/A^ -h B», 

29. Equation de la droite en coordi)u~ 
nées polaires. Soit AB une droite (/i»/, 18), 
le pôle et OX l'ane polaire. Abaissons 01' 
perpendiculaire à AB et posons OP = p, 
POX=«! ; ces quantités pela sont constjmtcs 
))Our une même droite. Si p, a sont les eoor- 
donnéesd'un poinlquelconqueM, le triangle 
OMP nous lionne 




yGoosle 



d'où 

P _ 

" cos (w — a) 

C'est l'cquatîon de la droite en coordonnées poifltres ; elle s'obtient 
immédiatement de l'équation du N" 28, en remplaçant w par p cos w, et 
y par p sin ra. En développant, elle peut se ramener à la forme 



§ "2. PnOIiLÉÏIES SUR LA LIGNE DROETK. 

30> Étant donnée l'équation d'une droite, trouver l'angle qu'elle fait 
avec l'axe des x. 



est l'équation de la droite donnée en coordonnées rectangulaires, on a poui 
déterminer « la relation 



tatia; a '=m. 
Avec des axes obliques, il faut prendre 



sin (0 — a) 
en développant et résolvant l'équation par rapport à tang a, on trouve 



Afin d'avoir une formule ealtnlablc par logarithmes, écrivons 

tanef a ) 

m - i sin « -sin(S-^) „ H V. 



sin a + 


,in(9- 


-'} 




erminer 


«, 






,.(.- 


^0-' 


m -)- 


f 6 
[■"Si- 



d'où on (ire, pour déterminer 



l!x. 1. DéforiniJiPri'aagbdohiiIruitey^ac-t-Savecl'iiïodc'SK-. 
R. a = (i3-W5"8... 
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Ex. a. Étant donriiîts les droites y=:^mx, y^=m'x, tniui 
des X, de la bisseotnce de l'angle qu'elles forment enlre cllei; 



'""^ 2 -] -H ces {« + «') 
En développant, el divisant les deux termes de la fraction |ia[' cos ï c09 a', on 
trouvera 

~ ) _ ,n«C + V\i + m-) 1 1 -1- »."! 

Eï. a. Trouver les cosinus des angles de la droite Aj;-i-Bœ + C = avec les oses. 

Menons, par l'origine, la droite Ay-t-En^O parallÈle à la droite donnée. Prenons 
ensuite, a partir de l'origine, une longueur OH ^= r, et soient p, q les coordonnées du 
point M. On nuva Ai/ + B;i = ; d'où 

A B ' 

Mais p ■= '■ eos a, 7 ;= »■ eos ,3, n et (S étant les angles de la droite avec les aïes. On 



Supposons maintenant que les axes soient obliques, et projetons le contourp + î +i- 
respectivement sur p, <i, r. 11 viendra les relations 



En éliminant p, 7, r, or) aura 

j 1 eosO cos«|=0, 

eos e 1 eos ,3 

I eos B eos ,3 1 1 

ou bien, en développant, 

C'est la relation qui esiste entre les cosinus d'une droite avec deu 
elle se réduit à eos' k -t- eos" p =; 1 , pour des axes reclan gui a ii'es. 
Cela étant, les deux premières équations donnent 

!f -4- 7 eos e "■ j) eos -f- ï ' 



y (A-Bcosej«-t-(A eos 0-ll,'-2(A-lieos 0) (A eos - E) uns H ^/A'+li^-a Ali los 
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Ex. «. BaoïHner l'pqualion Ay -i-Bï -(-C==0 d'une dmlP rapptirtée à des ax 
obliques à la forme x cos ^- + y cos j3 — pz=0. 

Si an identilic la première éc|uuti(in avec la secondu, aptes l'ovnir muldpliée pai' i 
facteui- indélermiiië l, on aura les l'elations 

pk = ces 3, ,iB = fos tt, y.C = ~p^ 
en sulistituaiit dans la relation (k) du numéra précédent, il vient, pour deti 
i' équation 

p' (A^ -t- B= — 2AB cos &) — siii' 1. 
Il faudra donc mnlti|ilier l'équation proposée par le facleur 



±1/a^-i-B'— SABeose 
31. Trouver l'angle de deux droites données. 

Les lîquatîons des droiles données peuvent toujours se ramener à h 
forme 

Menons, par l'origine (/(j. 19), deux droites parallèles atix premières : 
elles auront pour équations 

(V)tj^mx, (2') y^m'x, 

et feront entre elles le même angle que les droites proposées. Soit 9 l'angle 
eherelié, a. et a' les angles d'ioelinaison des 
droites (r) et (2') sur OX. 
On il évidemment 



^ ' "^ 1-4- langa-tanga' 

Or, si les a\os sont rectangulaires, la 

aura done, pour déterminer ip, la formule 




Lorsque les droites sont perpendiculaires, 9 = g 
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lellc ost ia rd.ilioii qui doit cxislcr oiili'c les cocITioicnLs nngii 
lieux (Imites pour qu'elles soient perpenilieiilaircs. 

Si elles sont parallèles, ç ^ et tang tp = ; d'où m =^ m' ser 
dtiioii <li] pnralli^lismG de deux droites. 

Quiind les droites proposées ont des équations do la l'orme 

(1) A)/ ^- B-c -t- C =. 0, (2) A'u -V B'x -+- C = 0, 

lî , It' 

on a : m = — - --) m =■ — — ; cl, dans ec eas, 
A A 

Ri' _ ATi' 



AA' -V- itJ!' 
La condition de pcrpendicnlarité csl 

AA' -t- Bit' = ; 
et celle du parallélisme 

c'est-à-dire que, si deux th-oitos sont parallèles, les coefficients des v 
blés sont proportionnels. 
Supposons, maintenant, que les axes soient obliques ; on a alors 

""'•'■- i'"L,i>- '■"!"■■' -rH^e' 

cl l'on trouve, après la substitution dans la relation {k), 

Avec la seconde formi 

*^"^ ^ ^ AÂ^Tinï^^^7ÂlF^njÂViis~0 ' 
La condition de porpcndiciilarité pourics coordonnées obliques est diu 
•1 + mm' H- (m -h m') cos = ; 
ou bien 

AA' ■+■ ItU' — {AB' -h UA') cos = 0. 
Ex. 1. Cliojtlicr l'angle des droites 

io! -+-,/- 0=0, 

R. jy- W... 



(,»•-«■) sine 




1 + ,.,»■ + (» + .«')' 


;osy 


li d'équations, on aurait 




(BA' — AB'jsinQ 
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V,\. 8. Eti'ii'i; l'cijuiilioii il'uii« droite ()iitlcoui|ui? faisiiiiL un auylo dt -iii" uH'C lu 

u. , = i±i^. + ,. 

Jis. ». Moiili'ci' qu'on ]io jieut avoir eu même temps 
m — w.' = 0, 
l + „™' + (m + „,'),ose = 0. 
£.\. 4. DctcrmiiicE' l'angle du deux droites, coii unissant les cosinus des niigles 
qu'elles fout avec \es axes. 

Supposons que le poiut (1'), dans la figura précédente, ait pour uoordonnùcs p et 7, 
et soit r sa distance à l'origine. Projetons le contour ;n- 7 -h r respeolironienl sur ]•, 
ij et 02'. Il viendra 

ïieo3a'-+-</coS|î' = ''eosi>. 

sin= a eos i- =: œs a eos «' + eos jS eos ,5' - (coi .. ces ,9' + cos ,3 cos «') eu. ; 
clic se réduit a 

cos y ^ cos a cos a' + eos ^ eos )3', 

3Ï. Troucer l'é'/ualioit ijénérah des droites parallèles à une droite 
dontiée. 
Sii|>imsans d'alitifil iiui; in droite donnée soit l'cprésenléc pur 



On sait que les coefficients angulaires de, deux di'oiies de mcnic dii'cc- 
lion sont égaii\; par suite, l'équation 

s =.«« + !, 
OÙ A est arbitraire, déiinira toutes les droites jiaralJèles à la iiremière. 

Si la droite donnée est Ai/ -i- Bx -\- C ^ 0, hi condition du iiorallélisnie 
peut s' de l'ire 

A. — ÎL 

A'~ii'' 

On y satisfait en posant : A' =- kX, B' = l:Q. il en résulte que l'équation 
k (Ay -I- Ex) + C = 



yGoosle 



repi'c a cillera une eirnite parallèle ii l'aiilre quel que soit C. En iiosant 

^ = -r> elle devient 
k 

Ay + Ba; ^- À = 0. 

33. Trouver l'équation générale des droites perpendiculaires à une 
droite donnée. 

Quand les axes sont rcefiingtilnires, on a, pour les conditions de 
pepjiendicularitc, 

1 -,-„,»(' = 0, 
AA' -+-HB' = 0. 

De la première, on tire m' = — — ; par suite, l'équation 



représentera une droite perpendieulaire a y ^= mx -h h, quel que soit ?.. 
Daus le seeondcas, la condition peut s'écrire 

A' B' , 

B = -A = ''' 

d'où A' -- Bk, B' = — At ; et l'équalion 

k{By~Xx)-t- C'-^O, 

-, C' 
ou, en posant/ =—, 

By — Aj! -t-1^0, 

définira une droite quelconque perpendiculaire à la droite Ay -i- lix+ C=0. 

Lorsque les axes sont obliques, les conditions de pei'pendicularité 

1 -+- OTcosQ-v-i«'(m-t- eosQ) = 0, 
A' (A — B eos 9) — B' (A cos G - R) = 0. 
D'où 

, 1 -+- )H cos 9 

m H- cos 

A^ _ B' 

A cos Q — B "^ A — B eus G ' 
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Les éqiialioiis cherchées swoiil alors 

1 + >n «os 6 

« c= X -4- ï, 

JH -i- COS 

(A cos a — It) )/ -+- (A — B oos 0) X -t- 1 = 0. 

34. Détenniner le point d'intersection de deux droites données. 
Soient 

les cquntions des di'oiies données. Les coordonnées de leur point coitiniun 
doivent salisfaire à la fois à ces deux éqitutions : il suffît donc, pour les 
oblenir, de résoudre les équations pai- rapport a x cl y. 
Eti égalant les valeurs de îf, on a 

K f j.- V ■ ^'-'^ 
mx ■+ b = m X -4- ; a on x = 1 



Lorsque m = m', ces valeurs sont infinies, et cela doit être puisque, 
dans ce cas, les droites sont parallèles. 

Ex, 1. Quel est le point d'inlefsectioii des droites 

3^-1-2^ — 8 = et Sx — y — Q = 0-^ 
R. (2,1). 
Ex. a. Trouver les coordonnées des sommets d'un triangle dont les cfltcs ont pour 
équations 

% — a: ^='2, f/-t-Lc^l=;0, ix^ y ^ — i. 
H, AfO.l), i)(— 2,0J, C(— g,-l-6]. 
Es. 3, Cliurelicr le point d'inttfpseelion (les droites 

(6 — 6') œ ~ (m ~ a') y = a'b — ab' 
[h-b')o! + {a-a')y:=i'b-a-h'. 



„. [^, -.]. 



Ex. J. Mémo reclierehe pour les droites 

ï/ -i- (« -H a" ^: 0, 1/ -I- iia^ -t- 1' = 0. 

11. [-(. + i),ol]. 
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Ex. S, Déierniiner le poiii! commun des droites 



Ex. a. Même calcul poui' 



l-ysiiis' — p'^O. 



p fst l'angle lîcs deux droites. 

Ex. 9. Avec les mêmes équalieiis que dans l'exemple prEicéilent, ci 
du point d'intersection des droites à l'origine. 
On a, en appelant p cette distance, 

1 
f' = K» -H î/' — jr^ 0^ + p'^ — V' tes 5.]. 

Si on désigne par D la distance cnlrc les pieds des perpeiidicuh 
l'origine sur les droites, on aura celte relotinii 



3A. L'équalion générale de la ligne droite 1/ =' ma: -4- 6 ne renferme 
que denx coefficients ou paramétres inconnus. Il en est de même de 
l'équalion Ay -t- Ba; 4- C = ; car, si on divise par C, il reste les deux 

coefficients - et - dans le premier membre. I,es deux conditions géomé- 
triques auxquelles une droite peut être assujettie servent à trouver deux 
équRiions de condition où entrent les paramètres et des quantités don- 
nées : équations qui suffisent pour les déterminer. Dans les problèmes 
qui suivent, on s'occupe de la recherche d'équations de lignes droites sou- 
mises il certaines conditions. 

36. Trouver l'équation d'une droite qui passe par deux points donnés. 

Une droite quelconque est donnée par l'équation 
y = mx -h &, 
en déterminant convenablement les coefficients m et 6, Soient M' {x', y'], 
M" {r",y") les points donnés. Si l'un de ces points, par exemple M', doit 
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appartenic à la droite, ses eooi'doniiécs doivent satisfaire à l'équation : on 
» donc la condition 

y'^ms' -\-b. 
On peut profiler de cette relation pour éliminer une iiieonnue, par 
exemple b; ec qui s'obtient par la soustraction des équations membre à 
membre; il vient ainsi 

y—y' = m{x — x'). 
Cette équation i-eprésente une infinité de droites, puisqu'elle renferme 
un coelfieient indéterminé m ; et toutes ces droites jouissent de la pro- 
priété de passer par le point M'. 

Mais, comme la droite ehert-hée doit aussi passer par M", on a cette 
seconde condition 



-/ = m(x"-^'}, d'oL 



r —y 



Si on substitue oeUe valcîii- dans l'cqualion précédente, on obtient, pour 
la droite cherchée, 



ou bien, sous une forme plus symétrique, 

V — y' X — x' 
y" — y' x" — x' 
En chassant les dénominateurs et faisant passer tous les termes dans le 
premier membre, on peut encore écrire 

{y" —y')x — {x" — x')y-\r y'x" -- x'y" = 0. 
Il est bon de retenir que le coefficient angulaire d'une droite qui passe 
par deux points est égal au rapport de la différence des ordonnées à la 
diffërcnee des abcisses de ces points. 



Ex. *. Que devient l'équation d'une droite qui passe par dtuï points, si on 


fait suc- 


Mssivment !," = !/■, :." = »'? 




H. y = ,/, . = .'. 




Eï. a. Éflripe l'équation de la droite qui joint l'origine au point U{x', y'). 




R. x-y~y'x = 0. 




Es. a. Trouver les équations des côtés d'un triangle dont les sommets sont 


(-1,2), 


(2,5),(-i,S). 




R, 3y_cc_.7 = 0, !/-(-œ — 1=0, :i!i-^x~H—0. 
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Ex. 4. Les sommets d'un triangle sont A (0,0), B {0,y") C (œ"',0); trouver les et|ua- 
tions des mëiKanes. 
R. *"'!, — s"œ = 0, 2j/"ai-ha!"'!/-i8"'j/"=0, y"«-\-'2x"'y —x"'y"=0. 
Eï. a. Trouver 1.1 eonditioti pour que les Irois po'mis [!c',y'),(x",y"),{x"' ,y"') 
soient en ligne droite. 
La droite des deux premiers points esl 

{/' — y')'e + {!>' — !e")y-\- y'j^" — x'y" = 0. 
D'après la question, le troisième point ilovm satisfaire à cette équation, rt la condi- 
tion clierchéc sera 

{y- — y') X-" -t- [x' — m") y'" -\- y'x" ~ x'f^O, 
ou, sous une forme plus symétrique, 

x' ly"' — y") -t- x" (</ — !/'") -t- ^"' {y" — y') = 0. 
Ex. «. Trouver les médianes du triangle dont les sommets sont : k(x',y'), B(x",y"), 
CU'", y"'). 
R. (at' — a^"-iB'")y-(2j/' — y"-H'")»^-t-y-[i" + œ"')-K'(y"H-!/-") = 0; 
(2*" — it' - x"') y - (Si/'' ~y' — y'") ^-\-y''{x'-*- x"-\ — x" [y' -V y'") = ; 
(2^'" _ x' - co") y - {2j,"' - !,' - y") ï + y-" [^- -i- »") - »'" (y- -H y") = 0. 
Ex. >. Montrer que la droite passant par les milieux de deux cotés d'un triangle est 
e câté. 



Ex. 8. Trouver le rapport des segments qu'une droite .\y -h Iîp -(- C = di 
fur la ligne qui joint les deux poinis M'(ï', y'], W {x",y"). 

Désignons par — ce rapport, et par C{x,!/) le point d'intersection des droilc: 

On aura (N» 3) 



Substituons ces valeurs dans l'équation de la droite donnée ; il viendra 

A {my" -+- >iy') H- B{«,x" -H W] + C [m -v- «) - 0. 
On en tire 

w__ Ay' + Bx'-t-C 
n ~~ Aj("^Bt"-i-C' 
Ex. O. Trouver lo rapport suivant lequel la droite des points D(!c', y'), ^{x", y'') 
est rencontrée par la ligne qui Joint deux autres points Fl^'", y"'), G{ii", y")- 
^ m_ x' [y" - y'") -4- a'" (y' —y'^-h a" ly- — y') 
n x" {•/" — y") ■+■ x'" (v"— y") ■+■ i'" (y" — y"') 



is Ail, AC,BC d'un triangle a 



BD-CE.AP_ 
UC-CA.FIS^ 
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Ex. It. Par lessommets d'un triangle ABC,oii mène trois droites passant pariin môme 
pfiinl d couiiBiil les côtes opposes aux points D, E, F ; prouver que l'on a toujours 
BD-CEAF_ 
DCEA.FB" " 
Ex. 19. Étant donne un quodrilstère ABCD, on mène los diagonales du parallëlo- 
Rrauimc ayant pour sommets les milieux des côtés; soit I leur point d'inlerseetion, 
et F, G, les milieux des diagonales du quadnlatère. Les points I, F, G sont eu ligne 
droite et le point I est le milieu de FG. 

aï. Trouver l'équation d'une droite qui passe par un point el (/(»' est 
parallèle à une droite donnée. 

Soit M (37', y') et y == px -t- q le point et la droite donniîs. La droite 
chercTiée nura une équation de la forme {N° ^2) 

y =' px -i- ï, 
cl, comme clic doit passer par le point M (x', y'), on a la condition 
1/' =pa;' -t- l. 
En retranchan! membre à membre, le eoe/Rriont indétcrmini! ). dispa- 
rait, et il vient, pour l'équation demandée, 

y—y'=^p{x — x'). 

Ex. 1. Quelle est l'eqnation d'une droite passant par M (a;', y') et parallèle à l'uno 
des droites suivantes : 

Ay-4-ftK4-C = 0, -M-|=:l? 

R. A{,j-y-)-^li{^~^') = 0, IZ^ + 'LZlL^O. 

Es. ». Un triangle a pour sommets A (1, 2), B(— 1, 1), C (,1,5); trouver les droites 
nisnécs par les sommets parallèlemcitt aux côtés opposés. 

R. ig-x = l, ï,= I, ay-ï-I^O. 

38. Trouver l'équation générale des droites qui passent par le point 
d'intersection de deux droites données. 
Soient les équalions des droites données, 

y — m.r — 6 =■ 0, y — m'x ~ 6' == 0; 
l'équation demandée sera 

(k) y — mx — 6 = ï, (y — m'x — 6'), 

dans laquelle }. est indéterminé. En effet, elle est du premier degré en x 
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ety, et, à cause de la présence de J.j elle représente une infinité de droites; 
de plus, loules ces droites passent par le point d'intersection des deux 
premières; car les coordonnées de ce point annulent le premier et le 
second membre de l'équation, quel que soit i. 

Une condition uonvelle permettra de déterminer 1; si, par exemple, la 
droite est assujettie à passer par un point M {x', y'), on a In relation 
9'_»,.'-6_»(,'-mV_l'). 
Par l'élimination de )., on Ironve l'équation 

y — ma: — b y — m'x — 6' 
y' ~ mx' — b" y' — m'x' — b' 
qui représente une droite issue du point d'intcrsecliondes deux premières, 
et passant par le point donné. 

Pour exprimer que l'une des droites (k) doit être parallèle à la 
droite y — par — ^ = 0, il faudrait d'abord écrire ainsi l'équation 

(1 —>))/-+- {m'I — m) a: -4- t'X — 6 = ; 
et la condition du parallélisme serait 

j„a m'I — m 

— j— ZT^- 

Cette relation suffit pour déterminer l. 

Ex. I. DroitepasssntparM(l, — 2] etleptiintd'i 

y = ac — 3 et ï-t-* 

R. y -a! + g=0, 

Es. *. Droite passant par l'origine et le point corn 



«. .G-)-a-^)^ 



a. Droite parallèle à 2?/ -i- oa; = S et passant par le point d'intersection Jes 
i de l'exfimple i. 
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39. Reconnaître si trois droites concourent en un même point. 

Considérons les droites représentées par les équations 
Ay + B;c + C = 0, A'y -i- S'x + C = 0, A"i/ ■+■ B"x h- C" = 0. 

On cherche les valeurs de a' et de y du point d'intersection des deux 
premières : si les valeurs obtenues satisfont à la troisième équation, les 
trois droites proposées passent par un môme point. On trouve ainsi, pour 
la condition {çcnéralc, 

A"(BC' — CB')-(-B"{CA' — AC) + C"(AB' — M') = 0. 

Il est un moyen plus commode, c'est de chercher (rois constantes ï,[i., v 
telles qu'en multipliant respectivement les équations par ces constantes et 
ajoutant, on ait l'identité 

?, (Ay 4- li^ -1- C) -^-,IA(A'.v•+-Ba:-^-C} + l'(A■V■^-B'Jl + C"} = 
c'est-à-dire une équation qui soit snfisfiite quelks que soient les ^ileuis 
de a: et de y. En effet, les cooi donnée! du point lommun au\ dcuï prc 
mières droites annulent sépaiement lis deux piemiers tiinômes, et elles 
devront également annuler le dernier, puisque I équation est satisf iile 
quelles que soient les valeurs aitribuLCS aux vanible'' donc les tiois 
droites concourent en un même point, si on peut ai ridera une telle iden- 
tité. Souvent il suffit, pour ia trouver, de tombinei pii addition ou 
soustraction les équations des droites données. 

Ainsi, dans l'Ex. 4 du numéro précédent, les médianes du triangle sont 

2a; « a; 2v . „ x y 

h^_l = 0, - + -f—\ = et ?=0; 

a b ' a a b 

si on change les signes des deux dernières équations et si on ajoute, on a 

l'identité 

(?4-')-e-ï"0-G-o=°- 

ou bien 

= 0. 

Dans cet exemple les constantes sont: X=l,[x= — 1 etw = — 1. 



Es, 1. Montrer que les dro 

se coupent ea un même point. 

Le point d'înlerseelion des deux dernières a jiour coordonnées x := -=- , yr= - 
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valeurs qui satisfont à ia premicie équation, Autrumeiit, si ou retrantlie les deux 
dernières équations on retrouve la première. Donc, etc. 

Ex. S. Même recherche pour tes droites 

j,-Haœ + a==^0, y^-bx + !»* = et a: + (.n-i] = 0. 

Si, après avoir retranché les deux premières équations, ou ajoute au résultat la 
dernière multipliée par (6 — a), on trouve = 0. 

40. Trouver l'équation de la perpendiculaire abaissée d'un point sur 
une droite donnée. 

Soient M (x',y'} et y = mx -\- b le point et la droite donnés. La perpen- 
diculaire est représentée par une équation de la l'orme 

X 

y = — - + >■■ 

Si on exprime qu'elle passe par le point M, on a 
x' . 
'■' m ' 

En retranchant membre à membre, on trouve, pour l'équation de- 
mandée, 

, X — x' 

B 

Lorsque ladroite donnée est définie par A^ -i- Bx -t-C = 0, ni= — -i 

et, on a pour la perpendiculaire 

)/ — y' X — x' 
~\ ''^ B 
Dans ic cas où les axes sont obliques, on arriverait de la même manière 
aux équations 

y — ,'/ _^ x — x' ^ 

1 -t- m cos 9 m -h cos S 

y — y' ^ x — <^' 

BcosS — A Acose — b' 
Ex. t. Droite issue du point (— 1, 2) et perpendiculaire à la droite Sj: — 2i/=:5, 

fl, % + 2œ = 8, 
Ex. «. Les sommets d'un triangle sont A(l, 2),B{— 1, ]),C(— 2, 5) trouver les 
équations des perpen dieu la ires abaissées des sommets sur les eûtes opposés. 
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Equuti, 


™s dos eôLos : 






2jf-ai-3 = 0, 


3j, 4- œ ~ 7 = 0, 


Equali< 


ma des perpcndiculaii-e 






^-j-2œ + l=0, 


!,-3i-i^0, 



Eï. 3, Droite passant par ,11 (œ'i y') et perpendiculaire à - -i--^ I. 

R, a (3^ - X-} — rj{s-y-} = 0. 
Ex. 4. Les trois iiaulcurs d'un triangle passent par un m^inu puînt. 
En elTet, si on choisit deuï axes rectangulaires de manière à ce que les coordonnées 
lies sommets soient: A|i',0), 8(0,5,"), C{x"',0), on trouvera, pour les équations des 

!/"!/ — x'[x — x"'j = 0, 7,"!/ — ar"'(cc — a') — 0. Jr^O; 

Ex. 5. Les perpendiculaires élevées aux milieux des eûtes d'un triangle passent par 
un niéroc point. 
Avec le triangle de l'exemple précédent, on aura, pour les équations des pcrpen- 

î,";, - x'x^i{x" -y-'^j = t}, y"<j -x"'x + ^{^""-y"')=0, -^ - ^ "^ -=0. 

Eu retranchant les deux premières, on retrouve la troisième ; donc, etc. 

Ex. •. Droite passant par le point M(a!',y'j el perpendiculairi! kx cos!t+ijsiniL—p=0. 
R. (a! — x') siii H — (y — y') cos a = 0, ou » sin a — y eos i = ai' sio o — y' cos a, 

Ex. ». Droite menée pur le point d'intersection des droites r, — 2c — S=0, 
i» + E — I ;= 0, et perpendiculaire il 2j — B* ^ 9. 

R. %-f-2» — 9 = 0. 

41 . Chercher l'expression de la distance d'un point à une droite. 

Supposons d'abord les axes reclaiigtilaires. La distance d'un point 
^{^'< y') à une droite donnée y — mx — 6 = se compte sur la perpim- 
diciilaire i'cpi-ésenl<;c pnr lequalion 

■1 m. 

Soient xt, !)i les poordonnëes inconnues du jiieil de l;i perpendiculaire 
cl P la distnnce cherehce: on nurn 



p = ^(^, _:,',. + (y, _jy. 
Or, CD vertu d'une propriété des fractions égales, 

y — y' _ — (^- ~ ^') _ y — y' — '» (x ~ x'} ___ — 
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Riimpliiçons les coordonnées courantes x cl y pat* Xi, yi : coniiiic le 
j)ied de la perpendiculaire appartient a la fois aux deux droites, i/p— mx, 
= b; il viendra donc, pour calculer les différences xi — a;', yi — y', les 
lîquations suivantes : 

y< — .*/' __ — i^'' — ^') _—iy' — '"^'— '') . 

\ m ' 1 -+- m^ ' 

si on substitue leurs valeurs duns le radîeyl precédenl, on trouve, pour 
l'expression clie reliée, 



Lorsque l'équation (le la droite donnée est de la forme At/+Ba:-+-C=0, 
wi ^ — - 1 (i ^ — -^ ; il vient, dans ce cas, 

Le nuniéraleur de ces fractions est le premier membre de l'équation 
de la droite où x et y sont remplacés par x' et y' . De là découle cette 
règle ; Le premier membre de l'équation d'une droite Ay -hBx -t- C=^0, 
divisé par j/A* ■+■ B*, représetile la distance d'un point quelconque 
M {x, y) du plan à cette droite. 

Enfin, si la droite donnée est représentée par l'équation x cos a+ «/sin a 
— ;i = 0, on n pour la perpendiculaire 



I' =^ -■- =^ ± [x' cos <x -<r y' sin a. — p). 



- y' sin a 
l/cos" a H- s 

Donc, SI on substitue duns le premier membre de l'équation de la droite 
X cos a-t-t/sina — p=0 les coordonnées d'un point H {x',y'), on obtient 
une quantité x' cos a -i- y' sin a — p qui mesure la distance de ee point « 
la droite. 

Pour nlti'ibuer des signes différents à la perpendiculaire suivant la 
position du point par rapport à la droite, il faut remarquer qu'avec x'-=0 
et y' = 0, on a : x' cos a -H y'sin a.~p = — p. La distance de l'origine 
à la droite est négative; il faudra regarder, comme négatives, les perpendi- 
culaires qui se rapportent aux points du plan situés du même coté de la 
droite que l'origine : car lu fonction a: cos a -h y sin « — p est continue; 
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clic reste négative jusqu'il ce que le point M arrive sur l,i droite; elle 
passe alors par et devient positive pour un point situé au-delà. 
Lofsqiie les axes sont obliques, la distance 

P =l/(x, — x'f -H {y, - y'y ^i{j:,~ x') (y, - y') cos 
se compte sur In perpeodicuUiîcc qui n pour équation 
y — .'/' 



1 - 



cosÛ 
mtôt les r 



;o,s g 



De là, on aur; 

y — y' ^ —{x—x') _ ij—y' — mjx — x') ^ —y' + mx' + y ~ iiix ^ 
i + wtcosS m ■+■ cose ■ 1 H- m^ -t- 2mcosO " 1 -+- ut* -t- a»» eos C ' 
et, pour le pied (x,,y,) de la perpendiculaire, 

y, — If- _ —(x,~x') _ — iy' -^ mx' — I,) 



l -i- m cos 6 ï/n- cos 9 1 ^ )»' -+- %,t eos 6 
lin substituant les valeurs de x, — x', iji — if lirées do ces équations 
dans le radical, on trouve, après les réductions, 

. ^ (y- ->».'- 6) sine 



/■l -t- !(i^ -1- 2m cos 9 
Cette valeur de P est aussi proportionnelle à la quanlilé // — lux' — 6. 
E\. 1 . Dislaiicp ilu |)oiiit (— 1 , 5) à la ilroit« œ + Si/ — 5 = 0, 



Ex. «. Distances de t'origin 
R. P = 



ili'ollcs Ay -1- Bj! -H- C = cl 



C 



Ex. 3. Traiiïfir les équations lies liisseetriccs d'un triangle dont les côtés soDt 
Al/ + Hb -H C = 0, M y -t- li'jr -+-C' —Q, ,\"y 4- B"x -i- C" = 0, 



/.= 



I 



-, k': 



on aura pour les liissecli'iecs iiiléi'ii'Ul'es, l'eiigiiie étant ilulls If Imiigic, 

k {.Ky ^- Ban- C) — i' {A'y -t- B'x -1- C) =: 0, 

li- (A'y H- B'» -I- C) - /;" (A"!^ -H B"œ + C") = 0. 

k" {\-'y + D"x -H C") - lt{Ay-i-Bx-hC] = 0. 

Ces ili'oiles cnnuniireul en un mf.ma jioiiil ; In somme lies éi)iiatïons iIoiidc = û. 
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En. 4. Élaiit doniiés Ips angles {«', ^'), (a", |î") de deux dfoil«s avec les ïxïS, dclor- 
miiicr Ifls cnsinus des angles unalogues de In lisscclrice de l'angle de ei'S droites. 
Soient (a,, fs,) les angles clierdiés cl V celui des droiles. On aura 



= »(-l)^' 
""("ï)-^ 



cciriee, on aurait 



Ex. fi. Trouver les coordoiinées des jlicds lies perpendiculaires abaissées du point 
M (j)', S,') sur les dtoitos 

Aï/ + lia: -1- C = 0, ir eos tt -+- j( siii K — p = li. 

A (A</' .4- Ite' H- C) , B (Aï' -1- B-:' -4- C] 

■ ^:ni^ ■ ^=^' ÂTipEi — ' 

Ex, O. Délermiiier l'aire d'un triangle en fonction des coordonnées des sommets. 
Soient \(x',y'), S(x",y"],C(s"' ,y'") les sommets, et S la surface du triangle. On 
sait que 2S = BG X Pi Pétant la perpendiculaire abaissée du sommet A sur BC. Or, 



li. y^y-^ 



2S = r.' {■/' - y-') + ^" {y-" - V) + ^"' {</ - y"), 
as = j a/ y- 11. 
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E\. 9. Trouvai- la surface d'un friaiigic dont les cûlcs sont reiii-dscntés [lar les 
équatious 

Af^ + Ba + C = 0, k'y -¥ B'j: -(- C = 0, A"î/ + B";c + C" = 0. 
Il faut chercher les cflordonn&s des points d'intersection de «es droites prises deux 
à deus, et les substituer ensuite dans l'expression prceëdcnlft. Ou trouvera 
g g _ [A (B'C" - B"C) -I- A'(B"C — BC") + A" (RC - CB')]' 
(Ab' — BA') (A'B" — B'A") (BA" — AB") 
ou bien 



A 


B 


C 


' 


A' 


B' 


C 




A" 


-' 


-' 





ABAB'IB 

Eï. S. Chercher I t\prtssion de H surlact, d un polvoonc, (onnaissint les coordon- 
nées des sommets. 

Soient A(s', y'), B [r ,y ) I (a;"" y") les sommcls et 0( ji) un point 

pris dans l'inlcricur du polygone Jn gnons ce derniep a loui les sommets, on aura 

I» triangles dont la somme sera la surface cherchée Transpoilons 1 origine en O et 

mettons l'indice 1 aux coordonnées uou\ elles des sommet» On peut tutite 

2S = I a^i y', \-\-\ k", y", 1 -t- \ x'.'"\ y"\ 1- 



Mais x't = ï' — a, J!"i = s" — a, V, = !/ 
2S=|3:'-a !(' — ,5 l + l J!" — « y"- 

En développant chaque déterminant coromi 
cl substiluaiil, on [rouverii 



I 5. DROITE lï1.VGl?iAIIlE. ÉQLATlOriS QUI REI'nÉSEiNTIiM IN SVSTKMK DE 
UROITES. 

4Î. Jusqu'ici nous n'avons coosidéi'é que les viileiirs réelles île a; et y : 
Ji chaque sysièine de valeurs pour ces variables, coirespond un point rëcl 
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du plan. Par analogie, si on attribue à x et 1/ des valeurs imnginiiires de 
la forme h -4- «'(/■—- I, h-i-b'[/ — I, on dit que le point corres- 
dant est imaginaire. Deux points imaginaires sont conjugués, si leurs 
coordonnées ne différent que par le signe des lermes qui renferment 
\/— i : ainsi le point M'(aT, = ((-+- ft' j/— i, i/ = (1 -t- &'[/ — I) et 
M" (x" ==fl — ([' 1/ — 1, y" ^=h — h' [/— -1) sont eonjugnés; on 

prend, pour leur milieu, le point qui a i>oiir coordonnées x = > 

'^^y^—^ ^*^ milieu de deux poinlsconjuguéscst réel,et poiirM'.M" 

La droite qui passe par deux points imnginiiires conjugués est réelle. 
En effet, si on suhsiiluc dans l'équation 

x — x' ^ y — y' ^ 
x"—it.' y" — y'' 
les coordonnées des deux points M' et M", on trouve 

X — a — a' [/— \ y — b — b' [/— I x — a _y — b 

— 2a't/^"l — 2(j'i/'-7 ' "' ''' 

L'équation générale du premier degré 

Aj/ >+- Da; -t- C = 0, 
<)ans laquelle A, B, C sont réels, représente une droite, lieu des points 
réels du plan dont les coordonnées satisfont à l'équation; mais celle-ci 
est aussi satisfaite par Hne infinilé de valeurs imaginaires de x cl de y; et 
on peut dire que celte même droite renferme une inlinité de poinis 
imaginaires, 

Soient a -*■ o'|/ — 1 et 6 + b'\/ — 1 un système de valeurs propres à 
satisfaire l l'équation ; on aura 

A (b + ?/[/=^) -t- B (« + a'\/'^) + C = 0, 
d'où 

(/O Afi -H Ba -t- C =- et A6' -t- Bk' = 0. 

Les nombres (a, b), {a', h') des coordonnées imaginaires correspondent 
toujours à deux poinis réels, dont l'un est siir la droite Ay -t- Bjr -*- C = 
et le second sur Ai/ -t- Bx = 0. 

A B 
Les relations {/c) permettent de calculer les riipports ~ et - qui 
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cnlrent dan.t i'ûigunliun de \a droite passant pnr un poinl iiii.igitiaii'c 
donné (o -¥• «'[/ — 1,6-+- fc'|/— 1). On aura seulement un syslème de 
valeurs pour ces inconnues; donc il n'y a qu'une seule droite réelle 
qui passe par un point imaginaire. 

43. L'cqualion 

(A -1- A' j/^T) y -4- (B -4- W l/~^) X -t-C-i-C' [/^^ = 

est dilc l'équation générali; d'une droite imaginaire. Si on groupe les 

termes réels el ceux qui multiplient [/ — 1, elle prend la forme 

Ay -*- Ba; +. C -t- (A 'y -H Wx -t- C) (/^ = 0. 

On peut satisfaire ù eelle équation par un seul syslème de valeurs 

réelles de x et i\e y données par les équations suivantes : 

Ay -H Bic + C = et A'^ -*- B'j: -i- C = 0. 
Donc, toiile droite imaginaire passe par un point réel du plan et un seul. 
Deux droites imaginaires sont conjuguées, si elles ont des équations de 
la forme 

(A -1- A'(/^^ll y -+- (lî + lîV—^) x-hC-h C'/^ = 0, 
(A — A'[/— Ûy -1- (lî — li'[/^)a; -t- C - cV^^=t>. 
Si on écrit 

Ay + ISj: -+- C +■ {X'y -t- Wx + C) [/^ = 0, 
Ai/ -+- Bx + C — (A'i/ +■ B'x -i- C) |/^ = 0, 
on voit (jn'on satisfait à la (ois aux deux équations en posant : 
Al/ + Bx^- C = et A'y -i- B'x -t- C'-=Û; 

celles-ci déterminent un point réel commun nnx droites. Doue, deux 
droites imaginaires conjuguées ont un point d'intersection réel. 

Les points et les droites imaginaires ne peuvent pas se construire géomé- 
triquement; mais il est Avantageux cl nécessaire de les introduire en géo- 
métrie, pour interprcler certaines équaliojis el donner ît l'énoncé d'un 
iliéorcnie toute la généralité possible. 

4J. Il arrive quelquefois que le premier membre d'une équation 
r (j-, j/) = de degré supérieur se décompose en un produit de plusieurs 
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facteurs du premier tlcgré en a: el »/; l'cquatton est alors siilisfiiîle en 
posant chaque facteur égal à zéro, et elle représente un système de droites 
pcelles ou imaginaires. 

4fi. Considérons, en premier lieu, l'équation du second degré 

Aa;' -t- Ba; -^ C -= 0. 
Si on désigne par u et 6 les deux racines de l'équation ^^ -+- - a; h- - 
= 0, la première peut se mettre sous la forme 
A{x — a)[x — b) =0. 
On y satisfait eu posant : x — a = 0, x — 6 = 0. L'équation proposée 
se partage en deux autres du premier degré et représente deux droites 
parallèles à l'axe desi/. Ces droites sont réelles et différentes si B^ — 4AC 
> 0, imaginaires si B= — 4AC<|0, et elles coïncident lorsque B^ — 4AC 
= 0; car ee sont les conditions pour que les racines aelb soient réelles 
et différentes, imaginaires et égales. 
L'équation du degré m 

x» -¥■ A,x'"-' -+■ AsE--' +■•■-+■ A™„i K + A„ = 
donne m racines réelles ou imaginaires a, 6, e, rf.., /; on peut écrire 
{x — a){a: — b)(x — c){x — d) ■■■(x — = 0. 
D'où on tire les m équations 

a; — « = 0, a; — 6 = 0, a: — c = 0,..., x — l = 0, 
qui représentent m droites réelles ou imaginaires parallèles à OY. 
De même l'équation 

)/•" -+- B,!/'"-' -t- B^y"'-^ H H B™-iy -+- B„ = 

définit m droites parallèles a l'axe des a;. 

Donc toute équation du degré m, qui ne renferme qu'une coordonnée, 
représente m droites réelles ou imaginaires parallèles à la coordonnée qui 
ne se trouve pas dans l'équation. 

40. Soit maintenant l'équation homogène du second degré 
Aif H- Ba:»/ -i- Ca:= = 0, 
c'est-à-dire, une équation où la somme des exposants des variables x cl y 
est égale à 2 dans chaque terme. Si on la divise par x^, on a 



*(')"*'©"'-°' 
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En regardant ~ comme rinconnui;, l'équalion a deux racines a el b, et 
elle se transforme en 

4(|-«)(;-'')-0 »" »(.v-»i)(s-fa)-.0. 
On y satisfait en posant 

y — nx = 0, y — 6a; = : 

réqualion proposée représente deux droites ijui Iraverscnt l'origine. 
L'éqiialioi» homogène du degré m est de la forme 

y» ^ Aiy-'x + Ajy"-'x= + .-. -f- \„_,yx'"'' -k A^a:" =- 0. 
En la divisant par k", elle devient 

(ir-^er— ■©— • 

Soient «, 6, c,..., t, les m racines de l'équation résolue par rapport à 

-; on pourra remplacer l'équation donnée par les m équations 

y — aa; = 0, j/-— 6a; = 0,..., y — lx=^0, 

qui donnent m droites passant par l'origine. 

Donc toute équation homogène du degré m reprèsenle vn systcme, de 
m droites issues de l'origine. 

43. Trouver l'angle des deux droites de l'équation Xy^ +-ïixy+Cx-=0. 
Les équations des droites étant j/ — oj: = et y — 63- =0, on a : 

tans ip=: -; mais a et & sont les racines d'une équation du 

^ l -i- ab 

B C , , . 

second degré, et on doit avoir a + 6= — r' ad = ~- D'où on lire 

/b^ — 4AC _ 



a — b = [/{a ■+■ bf — iab = '- ; en sulisl 



i/B* — 4AC 
t«ngç = _^-^-^. 

Les droites sont perpendiculaires si A-i-C=0, el parallèles si B^— 4Af 
= 0; mais comme elles passent par l'origine, elles doivenl coïncider dan^ 
ce dernier cas. 
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4S. Chercher l'éqituUon des bissectrices des droites représentées par 
hif ■+■ Bxy -t- Ca:' = 0. 

On suit que les bissectrices des angles des droites y — oj;=:0, 
y — bx^=Q sont reiircscntécs par les éqiiiitions 

y — ax y ~~bx y — ax y —-Ex 

En mtiltipiiaiH membre à membre, il vient 

(y — axY (y — bxY _ ^ 
■1 -1- a» 1 + (.^ 

Après avoir chassé les dénominaleiirs, on trouve l'équation du second 
degré 

ia-\-b)y^ •+-2.ic^(l — at) — (ffl + 6)x* = 

qui représente les bissectrices. Si on substitue !> a -t- h cl a ah leurs 
valeurs, elle devient 

y^ — 2— ^~a:j/ — j;' = 0. 

Les bissectrices existent toujours, même si li' — 4AC <^0, ou lorsque 
les droites proposées sont imaginaires; Ciir, si on pose s=- i l'équation 

a toujours des racines réelles. 

40. Trouver lu condition pour (jue l'équation du second degré 
Al/» -^ SBici/ -\- Cx^ + 2Dj/ -h 2Ea; + F = 
représente deux lignes droites. 

En résolvant l'équation par rapport Si y, on obtient 
B3; + I> , i 






-d:--(/(li* — AC) X' ^■i (liD — AE) x -t- D' — Al<-. 



our que le second membre soit du premier degré et de la forme 

-h l, il faut que le polynôme sous le radical soit un carré parfait, et 
l'on ait la relation 

(lit) — AE)' = {B^ — AC) (D'^ — AF), 
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Liis iluQX (Imites â, et 3-i que représente i'tii[iiatioti du second degré, 
lorsque la condition précédente est sallsfai te, sont parallèles aux droites D| 
et D» passant par l'origine et données par l'équation Ai/'+2l)x^+Ca;*^0. 
En effet, soient g et h les coordonnées inconnues du point d'intersection 
de 3, avec Ss ; transportons l'origine en ce point sans changer la direction 
des axes. Il faut remplacer x par x' -{- g cly par y' -\- h; après la subsli- 
uuion, l'cqualion devra se réduire à 

Ay" + 2Bx')/' + Ca:'* =^0; 
car les cocflicîents des termes du second degré conservent la même valeur, 
et les droites ôi et 5s passant par la nouvelle origine sont représentées par 
une équation homogène du second degré en x' et y'. Donc, les droites 
di et di issues de la nouvelle origine sont parallèles aux droites Dj et Da 
issues de l'origine primitive, puisque l'équation est la même en faisant 
abstraction des accents donnés aux coordonnées nouvelles. 

Eî. I. Que l'epréspiitent les équations ' (I) œ' — y' =; 0, (2) it^ -\- y' := G, 
(5) a^î — Qî = 0, (i) SI» -t- Aij -i- Ac» = 0, (S) y* ■+■ itj/ + àj;= = ? 

K. 1) Les bisseclricïS des axes ? -t- ic =: 0, ^ — œ -- 0. 2) Deux ilroitus i ma g i a aires 

y-j! V^^^ï^, >,+a; V^=Ï^O. 5] Les droites a:-»^0, x-a f " ' "^^ ^ '^ j=0. 

i) Deux droites qui coïncident, y -l- 2e = 0. ti) Le» droites y + ':iji = 0, y -t- x = 0. 
^•i. S. Ijue faat-il pour que les deux droites imaginaires 

(\-i-A'\/'^j!,-^[B-i-Wy/'^jx + C + C'\/^^=0, 

It. Les droites Ay-t-Bn-C^O, AV+B'j!+C'=0, «(/+iij)-t-c:^0, i(V+'''*+e'=0 
doivent concourir eu un uième point. 

Ex. a. tjuellc valeur faut-il tlouncr à J dans l'cqujtiou a'H->tf'+3^tf4-^+j/ — I=fl 
pour obtenir deux lignes dioites ^ 

"■'="■ 

Ex. 4. Que représente l'équation 

H. Un système de m diuites qui passent p;ir le ]ioi[it (/i, k]. 
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S) 4. MEUX r.ÉOMKTillQlîES. 

50. Les principes de la géométrie analytique donnent une méthode 
uniforme pour la recherche de lieux géométiiquea, en exprimant pnr une 
équalion la relntion qui existe cutre l'ordonnée et 1 abscisse de chaque 
point; la nature de celle équalion indique celle du Itcu (lem^n(ie Dans 
les questions de ce genre, il est impartant de bien choisir les a\es pour 
simplifier la suite des calculs ainsi que le résultat finil Comme nous 
l'avons déji fait remarquer, il est souvent avantageux de se servir d'axes 
rectangulaires. S'il y a des droites données, on les prendra de préférence 
pour les axes; de même, lorsque deux points sont connus d'avance, on 
fait passer l'un des axes par ces points, on place l'origine an milieu, etc. 

Ex. «. Trouver lo lieu des points lois que la difforoiioe de leura distances à deux 
(Iroiles fixes PSt fonslante et égale à t. 

I,os deux droites fixes étant prises pour axes des coordonnées, soit M (*, î/) un point 
du lieu; ona, d'aprèslafi|;urc, 

Ml' = !;5in9, MQ = œsinOi 
l'é(|nalion thurciiée Sf ra 




C'est une droite parallèle à la bissectrice des ases; pour 
fo. *. Lieu des points ilonl la somme des distaiiees a dcus droites fises est eonstonle, 

Ex. ». Lien des points doLit le rapport des mêmes distantes ost eonslant, 
II. y = k^x. 

Es. 4. Un point se meut dans un plan de manière à ce que la différence des carres 
de ses distance à deuv points fises est «onslanle. Quelle ligne décrit ce point? 

Soient F et F' les deuv points fixes; prenons pour origine leur milieu, et pour axe 
des a!, la dioite qui les |oin(. M (jc, y) étant un point du lieu, on trouvera faeilenienf, 
avec dos axes lectangulaires, 

MF" = (j; - c)» -1- ;/', W = (k-v-o)' + j/'; 
o est la moitié de la distance FF'; si on représente par k' la constante, on aura, poui' 
l'équation du lieu demandé, 
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Le lieu est do 




droite 


perpeud 


ieulâirc S 


FF', et situoc 


lieu des poiuh 


; fis es. 










R\. S. D'un [1 


oint lU ui 


1 abfliss 


.« I.S pa 


'pendlcula 


ires MP et WQ si 


el est le lieu des points M tels 


queOP 


+ 0Q=. 


i'? 



Ex. S. Dans la même hypothèse, t 
parallèle à une droïle lixe. 

R, o;-Hycose = Ali/-+-ireoaO). 
Ex. ». D'un point 0, on mène une droite qui Fencontre une droite iixe D ei 
point M ; sur OM on pread un point P, tel que ^ ^ — . Trouver le lieu des poini 
Prenons des axes reetangulaires ayant pour origine le point 0, et pour axe des ai In 
pendiculaire abaissée sur la droite fisc D : eclle-ci aura pour équation œ := a. 
Un a évidemment pour chaque point du lieu 

œ OR m „ , nm 



',0 parallèle i la droite iixe. 
lï. ». On 1 

des points M lels que jr^ = A (const.) 

Le point étant pris pour origine, 00' pour axe de y, 
deux droites MC et MB ont des équations de la forme ï=:mij'-^- 
y^»iix-f-;3i; U(i et i»i sont donnés. 

Nais 0C = ^„ OB=;î,; d'oii 0'B = rf — (îj, d étant 
distance des points lises. On a donc la relation 




u point dont l'ordonnée est : 
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51. Lorsqu'une ligne est mobile ilaiis un plan, son t'quation renferme 
HU moins un pjii'.iméti'e variable qui prend une valeur déterminée pour 
chaque position de celle ligne. H arrive souvent que les points d'un lieu 
j^éoinétriquc sont déterminés par la rencontre de deux lignes variables de 
position; on a alors h combiner des équations dans lesquelles entrent 
certains coefficients indéterminés. Il est nécessaire, dans ce cas, de ti'ouvep 
des pelation.i en nombre suiTtsant pour éliminer tous ces paramètres, et 
arriver k une équation qui ne renferme plus que x el y avec des quantités 
données; eelle-ci étant satisfaite, quelle que soit la position des lignes 
mobiles, sera l'équation du Heu géométrique cherché, 

68. ÉUinl donné tm atigle XOY, on mène deux sécantes quelconques 
I PBA, PDG; trouver le lieu du point d^iuler- 
I section des droites AD et liC. 

Soient ( — a, b) les coordonnées du point!' ; 
es sécantes auront pour équation 
I (PA)»/ ~b^l{x-^a), (PC)(/ — 6 -- ?.' (x H- «). 
;i on fait successivement ic ^= et ^ = 0, ou 




les équations des droites qui 



e coupent au point M seront 



Les coordonnées du point M satisfont a la fois à ces deux équations 
quelles que soient les valeurs des paramètres X et ).' ; il reste à éliminer ces 
derniers ; on y arrive facilement ici en rctranebant les équations membre 
à membre. En effet, on a : 



et, final 



<^-s^)-<^-^)-^ 



//)-*- 6:«(À'-;,) = 0; 



Le lieu cherché est donc une droite qui passe par le sommet de 
l'angle fixe. La droite OM est appelée la polaire du point P par rapport 
à l'angle YOX, cl le point P en est liipôk. 
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taiiroiteOP est représenlée par y =■ x,fiuajj -i- 6a: = 0,Ln polaire 

d'un point (371, i/i) de Mtie droite a pour équation Xi\j -t- y,x = 0, ou 

bien, en remplaçant iji par x,, atj — 63; = 0; ainsi, tous les points 

de la droite OP ont la même polaire. 

Réciproquement, un point quelconque {c, d) de 051 a pour polaire 
la droile OP; cor l'équation de la polaire du point(c,d}est c^ -i- ((j; = 0; 

6 



mais le point (c, d) étant sur la droile 011, on a : arf ■— bc = 0, n 



7V 



et l'équation précédente devient ay -\- bxt^ qui représente la droite OP. 

53. Soienl donnés un angle LOS et deux points fixes P el Q en ligne 
droite avec le point 0. On ]i}éne d'un point fixe R une sécante quelconque 
UBA ; Irouner le lieu du point d'intersection des droites PA et QB. 

Soit l'origine; prenons la droite PQ pour 
axe des x et OL pour axe des y. Posons 
OP^^a, OQ = a'; on a pour les équa- 
tions des droites qui se rencontrent en 31 

(PA]y = }.ix-i-a), {Qa)y=}.'{x~a'}, 
où ). et X' sont des coefficients variables. De 
plus la droile OS a une équation de la forme 
le donnée. Si on cherche les coordonnées des 




tj^^kx, k étant 

points A et B, on trouve 



A(».M. b(j?^,. |^)> 



rwjiiiifiun de la ilroilc qui joint les points R (/», (/) et B sera donc 



!/—? = -; 



ti'o 



-?P.'-*) 



on Lie 



!xpfiii)ant que le point A se trouve sur cette droite, on a la r 

(/« - ,,) [iv - j. G' - *)] --r [«■«' - q p.' -/.)]; 



),a [(«'-,.) À' +,,lr]~*V[,_tp]. 
linfin. (ipi'ès la substitution des valeurs de 1 et )/ tirées des équations 
(PA) et (QB), on trouve pour l'équalion du lieu 

a [a' — p) y -t- (apk — a'q -+- a'fk) x =aa'q; 
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c'est donc une ligne droite. Il serait facile de prouver que cette droilc 
passe par le point N, intersection de PB avec OS, ainsi que par le point 
de concours des droites QR et OL. 

T.orsriue le troisième point fixe R se trouve sur la ligne des deux autres 
PQ, on n ç = 0, et le lien est alors une droite qui passe par le sommet de 
l'angle fise et dont l'équalion est 

a {a' — p)ij -H pk {a -i- a') x = 0. 

Dans cette hypothèse, le triangle ABM se déplace de telle sorte que deux 

de ses sommets A et B parcourent les droites fixes OL et OS, tandis que ses 

I côtes passent respectivement par trois 

points fixes P, Q, R en ligne droite; pen- 

I dant ce mouvement le troisième sommet 

décrit le lieu de l'équation. 

Si l'on traitait le prohlcme dans le cas 
de la fig. 24, où le point ne se trouve 
phis sur la ligne des points fixes, on 
trouverait aussi que le troisième sommet M 
du triangle mobile décrit une droite qui passe par le point d'intersection 
des droites fixes OL et OS. 

On peut étendre la propriété précédente à un quadrilatère variable 
ABCM [fig. 2S) dont les côtés passent par les points donnés P,, Pa, Pj, P^ 
en ligne droite, tandis que ses som- 
ts A, E, C glissent sur les lignes 
I fixes Di, Ds, Dsî dans ces conditions 
le sommet libre M décrit nnc ligue 
I droite. 

Ru effet, les trois côlés du triangle 
BEf; pendant le déplacement du qua- 
drilatère, pivotent autour des points 
Pi, Ps, Pi et les sommets B et C 
restent snr les droites Ds cl Dj ; donc, 
le sommet E décrit une droite qui passe par le point H, intersection de 
D, avec Us. Cela étant, le triangle AEM a ses trois côtés qui passent par 
Pi, Vi, Ps e( deux sommets A, E, qui glissent sur les droites fixes Di et EH; 
donc pendant le mouvemeut du quadrilatère le sommet M doit décrire 

En passant du quadrilatère au pentagone et ainsi de suiie, on arrive à 
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ce théorèiiie général : ^i les n côtés d'un pûlygotie pivotent autour de 
« points fixes situés en ligne droite, pendant que n — i sommets glissent 
sum — 1 droites fixes, le sommet libre décrit une ligne droite W. 

Ce ihëorème donne le moyen lie résoudre cette question intéressante ; 
étant donné un triangle tel que ODC {fig. 24), lui inscrire un triangle dont 
les côtés passent par trois points fixes P, Q, R en Ugnedroite. On imagine 
un triangle variable AltM dans les conditions indiquées précédemment; 
le troisième sommet décrit une droite qui rencontrera le côté CD en un 
point JVI; la position ABM du triangle mobile satisfera à la question. En 
étendant cette solution successivement au quadrilatère etc., on a un 
procédé géométrique pour inscrire à un polygone de « côtés, un autre 
polygone d'un même nombre de côtés passant par » points fixes en ligne 
droite. 

Exercices snr la ligne droite. 

Ex, 1 . Distance entre deUK liguKS parallèJts Ay-\-Bi:-t- h = 0, A'ij + B'x + Jj = 0, 



Ex. a. Droite passant par l'origitie et per|lejidiculaire k la ligne qui joint les pointa 
{a, b], («', ','). 

R. (<,_«0^H-(''-''')y = O. 
Ex. a. Droite passant par les points (w', p'), (m", p"). 



"■ '■ p'.in|.-.'|-,".i„(.-~"| 


AB' — BA' 
"■ ^^"^^ AA'+BB'- 
Ex. 5. Si J est un coefficient iudé ter rainé, que represenlent 


os^-t-E'siui. 
les équations 


■• A cos (0 -t- B sin 6. ' '' Bco3«-A 


Sina 


(1) Ce tiléorème est une conséquence d'une proposition plus gé 
e rapportant au lieu dcïrit par le sommet libre d'un polygone 
iU pôles ne sont pas en ligne droite : Poncelet, Propriétés 
omeT,p.281. 


néraledueàMa 
, lorsque les jioi 
projectiBKS des 



c-Laurin 
nts llxcs 
figures, 
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E\. a. SuKacc du fmngic 



2m{m-t-l) 




. Aire, du pavallelosponime dont les tûtes ont pou 


r fii|iifltiûiis 


■ Bij + C = 0, Ax+ By-\-C' = (}, ni: -h hy ^ 


-e = i), fii + f)y + 


R. •<'-<:'>'-'\ 





Es. S. Interpréter l'équation sin 3 « — 0. 

■7! 2;r 

R, Elle représente les lignes fo = 0, w— -i oi:^ -^■ 

Es. «. Que repi-éseutent les équations P-4-ïQ = 0, P — iQ = 0, PelQ liUiit des 
polynômes du premier degré en a; et i; ? 

Ex. lo. Un point U se meut de manière à ce que la somme des carres do ses dis- 
tances h deux [Hilnis (x„ y,), (t,, y^) soit égale à la somme des carres de ses distances à 
deux Eutres points (x,, y^), [xt, yt)) montrer que le lieu du point M est la droite 
%clxi-\-i-t~X!~!C,)-\-iy{y,'t-y,-yi—<j>) = xt^-t-x,*—x,'—3:t'-t-y,'-t-yi'—yi'—yi'. 

Ex. 11. Quand une droite se déplace de manière à ce que la somme des réciproques 
des segments qu'elle détermine sur les axes est constante, elle passe par un point fixe. 

Ex. tx. Sur les côtés d'un triangle pris comme diagonales, on forme des parallélo- 
grammes ayant leurs cotés parallèles à dcuï lignes Tiics ; montrer que les autres diago- 
nales passent par un même point. 

Ex. 13. Dans tout trapèze, la ligne qui joint les milieux des diagonales est parallèle 
aux deux bases. 

Ex. 14. Le milieu de la droite qui joint les milieux des diagonales d'un quadrilatère 
est le centre des moyennes distances des quatre sommets. 

Ex. ts. Si AL, DM, CN sont les perpendiculaires abaissées des sommets sur les 
eûtes BC, CA, AB d'un triangle, montrer que les droites ii^, NL, LM rencantreut les 
eûtes BC, CA, AB en trois points en ligne droite. 

Ex. ■«. Dans tout triangle, le point de concours des hauteurs, le point de concours 
des médianes, et celui des perpendiculaires élevées sur les miliiiux des cotés sont eu 
ligne droite. 

Ex. 19. Dons un (rianglo OAB, on mène une parallèle DE à la base AB ; trouver le 
îioa du point d'intersection do BD avec AE. 

Soient OA et OB pris pour axes et b=OA, û = OB; la parallèle détermine sur les 
axes des segments propoilionnels à n et 6. Posons OD ^^ y-u, OE =: ,"4; les lignes qui 
déterminent le point du lieu seront 

lia b ' a iJi 
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E\. 18. Trouver lo lien des cenlrps des recliingles inscrits Jaiis un Lriniiglu doiiiié. 
Menons la linuteup CR du triangle; prenons cette droite pour a\o des y et KD pour 
e des ar. Si on pose a= ItA, o' = RB, CH = p, les équations des eôlës du triangle 



La droite DE paraliÈlcà la base est représentée par y = /i, où /i. 
remplaçant y par ji dans les équations précédentes, on trouvern 



ai = RP = 



-0-ï> -="»="■('-,') 



Or, Tahcisse du point DI est évidemment la demi-somme ries va!i 
d'écrire, c'cst-i-dirc, a = - ' ~" -( 1 — ^ |; ■ 

autre côté l'ordonnée du même point est -// ; 

/i^^ij. L'équation du lieu sera 

(»' — al/, 2jf\ ,. 2ic 2i/ 
œ=: 1 — — 1, ou bien, -, — -h — ,. 

Ex. 1». Mener dans un plan une droite telle que la somme des perpendiculaires 
abniâsées de m points sur cette droite, multipliées respectivement par les constantes Ar,, 
(-,,^5... i„, soit égale à zéro. 

Prenons pour les coordonnées des points (»i, yï), (rj, yi)i— (^«i ï«)> '^^ P""'' l'équa- 
tion de la droite ii 




œ C05 a -t- y sin K — ji = 0. 
On a la condition 
i,(jB,cosa-Hi;,sina— p)-Hfîs(sseoSH+yssinfi-p)-î-..,-l-J:.„(a;„,cOSx-t-y,„sinï— p)^Oj 

ou plus simplement 

cos a S*,i, -(- sin tt 2ft,j/, — ji Si, = 0, 

dans laquelle EA,ai, = J:,ri-i-*ii-, h ft„,ar,„, Sfdyi — iv/i ^ 1- ^i^y^i, i^t ïi, = 

Al-*-*l^---ftM. 

Si on tire de cette relation la valeur de p pour la substituer dans l'équation de la 
droite cherchée on trouve 

ss^k^ — 2^,T, -h [yli; — Siii/i] lang a = : 

équation qui renferme encore un coefficient inconnu «. Il y a une infinité de droites qui 
répondent à la question et elles passent par un point fixe dont les coordonnées sont : 

il =; — ^'— , ij ^ - ;! . • ^^ point est le cenlm des dislan ces proportionnelles des 
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Eli. so. Étant données deux droites, on fait tourner auWui' d'un point fixe une 
sécante qui, dans une certaine position, rencontre les droites aux points A H B. On 

prend sur la sécante une longueur OM, telle que Ton ^it : ^M ^ Ol "*■ ÔC ' ''^'°"'"''' 
le lieu du point M, 

Prenons la position primitire de la séeante pour s\a polaire et le point pour 
pâle; les droites données ont pour équations 

yi = p cos (u — a,), P3~P COS ((o — o,) ; 
mais, en développant et désignant par ai, fti, «s, h^ des constantes, on peut mcttri! ces 
équations sous la fornie : 

i=a eoi^-t-b sin« --a cos«-t-6 sin « 

P ' ' ' P 

L'équation du lieu sera 

P 
Si l'on avait m lignes droites, le lieu d'un point M, tel que l'on ait 

m 1_ 1 J_ 

0,11 " OA "^ OB "*" OC "*"" 
serait la droite lîc l'iiqufllion 



2a, = Bi + (la + ■■■ a^, St, = 6, + 6s H H 6„,. 

l'o\LELEi dans son TraiU de» propHéléi projeclîoei des figures, lome 11, p. II!, 
s'est occupe de la relation qui pre'céde pour généraliser, d'après les principes de 
prO|Letion centrale, la notion du centre des moyennes distances d'un système de 
points donnes 

EiL SI Lieu d'un po nt tel que la somme de ses distances à m points donnés soîl 
égale à la somme de ses dislances à m autres points fixes. 

Ex. «9. Dans un parallélogramme ABCD, on mène une droite PP' parallèle i AB, 
et une droite QQ' parallèle â BC. Quel est le lieu du point d'intersection des droites 
PQ, P'Q'. 

Ex. sa. Étant donnée la base AB d'un triangle et la relation cet A + m eot B ^ k. 

Ex, S4. Etant données m, lignes a, b, e,... l, cliereher le lieu d'un point M, tel que 
la somme des aires des triangles ayant ces lignes pour bases et le point M pour sommet 
commun soit égale a m'. 

Ex ss Etant donnes deux points A et B, l'un sur OX, l'autre sur OY, on prend 
deux autres points V et B' tels que l'on ait : OA' -H 01Î' = 0A -t- OB. Trouver le lieu 
du point d intea siction des droites AB', BA'. 
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Ex. «H. La soiiiiiie dos porpendiiiuUi'i'iiS aljnIssiJes d'un pnlut quelcoii4|uc |)i'is dans 
l'ttilerieur d'un polygone régulier sur tes cotés est eoiislanle. Si le polygojie est uji 
triangle cquîlatéral, cette somme est égale à la hauteur du triangle. 

£x. a3. Dans tout polygone. fermé, I» somme algébrique des produits de chaque 
câtfl por le sinus ou la cosinus de l'angle qu'il fait avec une droite quelcouquo est nulle. 

Ek. SS. Par un point douné, mener une droite qui fasse des angles égaux avec deux 
droites données. 

Eï. »«. Mener une droite qui divise un triangle en deux parties équivalentes. 

Ex. 30, Trouver ui) point, dans l'intérieur d'un triangle, tel que les droites gui le 
réunissent aux sommets déterminent trois triangles équivalents. 

Ex. 31. Ëlant données deux droites, mener, par un point, une droite qui délermiue 
sur elles, à partir de leur point d'intersection, des segments dont le rapport soil égal à 
une quantité donnée. 

Ex. S». Partager un triangle en deus porlies dans lu rapport de m : n par une 
droite menée par un point donné. 

Ex. S3. Par un point donué, mener une sécante qui, par sa rencoulre avec deux 
droites Uses, dotermiue un triangle d'une aire donnée. 

Ex. 3«. Étant donné un angle BOC, mener, par un point A, une sécante qui 
rencontre les côtés en des points M et N tels que le produit AM.AN soit minimum. 

Ex. >S, Sur deux di-oiles rectangulaires OX, OY, on construit un rectangle variable 
OABC d'un périmètre donné; montrer que la perpendiculaire abaissée du sommet C 
sur la diagonale AI3 passe par un point fixe. 

Ex. ao. Étant données cinq droites, on en prend quatre pour former un quadrilatère 
complet dans lequel les milieux des trois diagonales sont en ligne droite; les cinq 
droites analogues dans les cinq quadrilatères que l'on peut former avec les droites 
données passent par un même point. 

Eï. »». Étant données quatre droites A, B, C, D, on en prend trois pour former un 
triangle dont on construit le point lie concours des hauteurs. Les quatre points ainsi 
obtenus sont en ligne droite. 

Ex. SS. D'un point 91 {^g. 20) on abaisse les perpendiculaires MP, UQ sur deux 
droites lixes ; trouver le lieu du milieu de PQ, quand le point M décrit une droite donnée. 

Ex. 99. Dans un triangle ABC, on donne la base AB et la somme k des deux autres 
cotes ; du sommet C, on tire la hauteur CP sur laquelle on prend une longueur PM égale 
à l'un des cotés du triangle. Trouver lo lieu du point M. 

Ex. 4*. On a un triangle ABC dont les côtés variables AC et BC rencontrent aux 
points M et N une droite donnée I''G parallèle ii la base. Trouver le lieu décrit par le 

FM , 

poiiif C, lorsque ~=^k. 

Ex. 411. Sur la base AB d'un triangle AUC, on prend les longueurs AK. et UF 
telles que l'on ait — ■=in; on tire ensuite, par les points K et F, des droites parallèles 
il une droite fixe ; soient G et II leurs points de rencontre avec AC et BC. Trouver le 
lieu du point d'inteiicclion des droiles IIA et GB. 
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Ex. 4e. Soient A et B deux [joints fixes ; par le point B, on mène niio droite quel- 
conque, el pai' le point A, la perpeiulicuiaire Al' à cette droite; on piciid ensuite sur 
ÂP un pott M lel que AM.AP = constante. Trouver ie lieu du point M. 

Ex. 4S. Un triangle OAB dont le sommet esl Tixe tourne antoui' de ce point en 
variant de grandeur, mais en restant semblable à lui-inâme; si le sommet A décrit une 
droite, quel sera le lieu du sommet B ? 

Ex. 44. D'un point donné, on mine des droites à une ligne donnée, et l'on partage 
les distani:es on deux parties suivant un rapport donné. TrouTcr le lieu des points do 

Ex. 43. Ëtaut donné un angle XOY, on mâne, par un point M, deux droites aux 
lignes OX, OY, chacune sous un angle constant; soient P et Q les intersections des 

droites ; trouver le lieu du point M, quand -— ^ ^ k (const.). 

£x. 46. Etant données trois droites qui concourent eu un même point, trouver le 
lieu des points tels, que si l'on mène de chacun d'eu\, sous une inclinaison donnée, des 
sécantes aux lignes droites, la dislanee eniro ce point et la première droite soit égale au 
produit des distances du même point aux deux autres. 

Ex. 4>. Étant données quatre droites qui postent par un mémo point, trouver le 
lieu d'un point tel que, menant de ce point une sécante qui rencontre les quatre 
droites, la somme des distances du point d'où part la sécante et ceux où elle rencontre 
les deux premières soit égnle a la somme des doux autres distances analogues, 

Ex. 4S. Les sommets d'un triangle glissent sur trots droites fixes OA, OB, UG qui 
concourent en un même point; si deux cotés AC et BC passent chacun par un jioint 
fixe, le troisième coté AB tournera aussi autour d'un point fixe 

Ex. a». Etaut donné un polygone de m cotés, si ou le dérorme eu faisant glisser ses 
sommets sur m droites qui concourent en un même point, tandis que m — I de ses 
côtés pivotent autour de m — I point fixes, le («iSmc cfilô tournera aussi autour d'un 
point fixe. 

Ex. SO. D'un point M, on m£no, sous des Inclinaisons données, deux sécantes qui 
rencontrent une droite fixe XX' aux points C et D ; trouver le lieu du point TU tel que 
le rapport des segniniits AC el BD comptés sur XX' à partir de doux points A el B soit 
constant. 

£x. &t. Lorsque deux triangles sont tels que les perpendiculaires abaissées des 
sommets du premier sur les calés du second passent par un même point, réciproque- 
ment, les perpendiculaires abaissées des sommets du second sur les cAtés du premier 
passent aussi par un mémo point. 

Ek. ftS. Étant donnés m points A,, Ai, , A„ sur une droite et un point sur 

la même ligne, on appelle centre harmonique du système par rapport au point O, un 
nouveau point C tel que 

1 I I ^ m 
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aux points Al, II, n; a„„ y, le point/ sera lu cenire harmoniqus de ce dernier 

sysième. 

Ex. &9. Soit un syslèrae de m points Ai, Aj A„ dislrilmds d'une manière 

quelconque dans le plan, el une droite ii\e OX; joignons un point quelconque O de la 

droite fixe aux points Ai, Ai, A3 A»; menons ensuite une transversale quelconque 

qui reneonti-e les rayons OX, 0A„ OA, OA» aux points at, Oi, lit «». Si v est 

le centre (larmonique du système ii,,iii a„ par rapport au point œ, la droite 0; 

passera toujours par un point lixe C, quelle que soit la transversale employée et quel 
que soit le point pris sur OX. Le point C se nomme le centre harmonique du 
sysitme plan Al, A,.,. A„ par rapport â la droite OX. {Pomïelbt.) 
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POINT ET LIGNE DROITE, 



SûMMsniE. — Coordonnées triangulaires el polt/gonuks. Équation de la ligne droite. ■ 
Prolilèmea — Coordonnées tangentielles, équation du point. — Rapport anlieriiioniq 
et harmonique; homographie; involulion. 

§ \. DEFINITIONS. ÉQUATIOM DE LA LICSE DROITE EN COORDONM^ES 
TIIIAISGULALRKS fiT POLYGONALES. 



54. Gonsiiiéi'ons un triniigle fixe a.l^/; nods nommerons A, I), G, les 
(!(Ués opposds aux sommets «, [3, y, les iSqualions de ces côtes étant 



A = 0, 1! = 0, 




s pfir Al, Bi, C,, et I 



= 0, 

'(li, lî = a;i;osaa-i- i/sina, — ;;», 
C =^ j: cos a, -H !/ siii a, — p^. 
Les coordonnées li'ianguJaifca 
d'un point M du plim sont les 
distances orthogonales MP, 
MQ, MR de ce point nus côtés 
du triangle fixe, ap|>clé Irian- 
glederé/ëjwe. Or,si(a:,,»,0 
sont les eooi'donnéi'S reclun- 
giilaires du même poinr, ces 
distances soni les nombres po- 
sitifs ou négatifs : 
Xi eos «j -I- i/i sin h, —p\, 
iji sin «3 — Pô ; nous les désignc- 
li'uu point variable |jnr A, B, C. 
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D'après une remarque faite précâdemineul, l'une queleonr|i)c de ces 
coordonnées triangulaires, par exemple A, scri» ncgalivc si le point se 
trouve dans la même région que l'origine par rapport à la droite A, et 
positive dans la région opposée. Ainsi, dans l'iiypollièse où l'origine des 
coordonnées se trouve dans le triangle, les trois coordonnées du point 
M sont négatives; pour le point M», la coordonnée C est seule positive 
tandis que pour le point M3 ee serait la coordonnée B qui deviendrait 
positive, ete. 

Les coordonnées triangulaires sont liées entre elles par la relation 
— oA — (.B — cC==2S, 
où a, h, c désignent les longueurs des côtés du triangle de référence et S 
sa surfaee. En effet, d'après la ligure, on a, pour le point M, 

triang. M^y -+- triang. Mya -+- IrianÈ;. Maf3 = triang. ABC ; 
ou bien 

— aA, —bB, — cC, =2S. 

Il est essentiel de remarquer que cetle relation existe, quelle que suit 
la position du point M ; ainsi, pour le point Mj, on a 

triang. Ma,6y -i- triang. Ms"/« — triang. Msafî = triang. ABC, 

ou bien 

— «As ~ 6B, — cflî =- 2S ; 

car la coordonnée Cs est positive; il serait facile de vérifiei" la formule 
pour toute autre position du point M. Si on désigne par k,, ks, lu les 
hauteurs du triangle, on a : aA, = 2S, 6A, = 2S, c/i, = 2S; et la 
relation fondamentale peut encore s'écrire 

A B C ^ 

/^l As feî 
En vertu de cette relation, il suffit de connattre les rapports de deux 
coordonnées à la troisième pour calculer numériquement chacune d'elles. 
Supposons, par exemple, que les coordonnées d'un point soient propor- 
tionnelles aux quantités f, g, A; on aura 

ABC — aA — f)B — cC 2S 

f g A — <if — h(j — cil aj -+- hfj ■+■ ch 

j_™_J/s^_ ,,^ 2<,S __ (■ 'AS 

af -+- h(j -+- ch ' itf -b- h;i + r.h ' nf -v- hg -^- ch 
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L'n point du plan fst aussi déterminé, si on prend pour les coop- 
données ipiangulaires non pas précisément les perpendiculaires elles- 
mêmes, mais ces perpendieulaires multipliées respectivement par des 
constantes X, ^, v, c'est-à-dire en posant : 

A' = U, B' = (/.B, C = uC ; 

A', B', G' étant les coordonnées nouvelles ; celles-ci sont liées par la 
relation 

X ^ V 

Dans le cas parliculier où / = o, fi = 6 et v = C, on aurait très 
simplement 

— A' — B' — C' = 2S. 

Lorsque les équations des cotés du triangle de référence sont de la forme 

a,x -h biy -1- ci = 0, aaX ■+■ Ky h- c, ^ 0, a^x -t- b^y -t- Cj = 0, 

on peut dire que les coordonnées triangulaires d'un point sont les nombres 

positifs ou négatifs OiJPt-HÈiyi-HCt, «aa^j-t-ftai/i-i-Cs, aiXi + h-^yi-^Ci-, car 

ces quantités sont proportionnelles aux perpendiculaires A, B, C; on a, 



dans cette li_vpothèsc, "k ^\/ai' -\- 6i'j {i. =l/aî' -t- 62', v =;[/a3^ -t- 63'. 

Enfin, si on prenait, pour les coordonnées d'un point, les rapports des 
triangles partiels au triangle de référence, c'est-à-dire les quantités 
aA 6B cC . - , 

2S' W 2S' <'"'""'''" '^""P''^n'^n' 

A' -4- B' -t- C = — I . 

Ce sont les coordonnées triangulaires proprement dites, tandis que les 
autrts se nomment souvent courdonnéei trilinéaires ou coordonnées 
trilaleii.» Dnns ce cours, nous donnerons toujours le nom de coordon- 
nées triangulaires aux distances ortliogonalcs A, B, C d'un point aux 
côtes du liiangle de référence. 

\vec ce mode de détermination du point, on adopte trois coordonnées, 
une de plus qu d n'en faut pour trouver sa position dans le plan. Ce 
système présente le grand avantage de conduire à des équations homo- 
gènes entre les coordonnées triangulaires pour représenter les Iieu\ 
géomélriquei 

Nous nous sommes basés sur les coordonnées cartésiennes dans les 
difinmon'i pieccdcntes; cependant, la théorie des coordoiuiées triangu- 
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laires petit être exposée d'une manière indi! pendante, et c'est ce que nous 
ferons généralement tinns ce qui va suivre. Ce système se suffit à lui- 
même et il est lion de le regarder comme tel pour ne pas le confondre 
avec la méthode dite de notation abrégée, comme on l'a fait à l'origine. 
(Voir Salmon, Paimvin, etc.) 

Il est qnelquefois avantageux, dans cerlaines questions, de prendre, 
pour fitçiire de référence, non pas un triangle, mais un polygone d'un 
certain nombre de côtés. Dans ce cas, on appelle coordonnées polygonales 
les distances positives ou négatives d'un point aux côtés du polygone. 
Comme deux de ces longueurs suffisent pour fixer la position du point, 
les coordonnées polygonales ne sont pas indépendantes les unes des 
autres : elles ont des valeurs déterminées, quand d'eux d'entre elles sont 



SA. Trouver les coordonnées triangulaires d'un point M qui divise 

une ligne PQ dans un rapport donné — ■ 

Soient (Ai, Bi, C|), (Aa, Bs, Ci) les coordonnées des points P et Q, 
et (A, It, C) celles du point M. Abaissons des perpendiculaires sur le 
côté A du triangle de référence et menons les parallèles PR et MS. 

. PM m 

Dapres la question,—— ■=— ; mais, par 

triangles semblables, on a 

PM MR A— Ai 




Les coordonnées du milieu de PQ seron 

A, -t- Aa iî, -4- Ri 
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5«. Trouver l'aire d'un triangle dont les sommets sont : a! [Ai, B,, Cj), 
13' (A,, B„ Cs), / (A=, B„ C). 

Par les points «', [3', y' menons des parallèles au coté C (Ui triangle de 
rérérence, etsoil S' Ii\ surface clierchéc; on a 

S' =. trap. PQ.SV + Irap. Qlîa'-/ — Irap. PRy'^S'. 

Or, 

trap. PQ|5'^/ =i(A, + A.) PQ =i[A, + A=) {[3Q -[BP), 





car sa hauteur est 


égale à la pe 


pendicu- 




lairc abaissée du milieu de a'jS' sur lo 




eôté A, De plus, 




Pa = ,-î^, {if-^; 




^^^^^^^^ 


P«~?p-^-Ap(c.-c.). 


Done 




irap.PQj3V = 


fl!^ '*'■"*•'<''• -<^■'■ 


OntroLivfira aussi 




irap. Qaa')-' = 


,^,,p(A,-.A.),C. C) 


trap. QRy'P' = 


j4^(A, + 4.)(C.-CJ. 


En siibstiliiant, on aura 




^' =^^{i.>-^-'-^-)^^'-^^ 


+ (A.-i-A.) (C-C) - (i.+A,) (C.-C,)l 


=2ip^''<^-^ 


) + A, (C — C.)+ A,,(C,-C,)]; 


ou bien, sous la l'orme d'un A 


lerminant, 


^ 1 A,. A-, 


A, 1 


Al, A., As 
2S, 2S, 2S 




.,_ 2S.2ïinfl 




c„ c„ 


C. 


C,, Cî, Cj 




On peut remplacer cliaqu 


terme de la seconde suite horizontale par 


2S -i-oA, + rC,,2S-+-aA, -4- 


cC„2S-t-aA. -i-rC, 


c'est-à-dire, à 


caiisc de 
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~ 75 — 
la relation — «A — &B— cC = 2S, par les quanlitcs -~ ftB, , 
Donc, on aura iiiialement, au signe près, 

abc 



2S ■ 2 si 



8S' 



A;, Bs, 

du Iriaiigle de réfcin 



lepo[iilï, — — ,0,0 ou —/lu 0,0; 
^, 0, — -^,0 ou 0, — ftî, 0; 



■/. 0. 0, - 



Il 0, 0. - 



Ex. e. Même calcu! pnur les milieux des cotés. 

Pour le milieu du eâté A, on a d'ubard A =0; ensuite, pnur ce même poinl 
produit de fi par B est ic double de la surface do la moitii! do triangle de référcii 
on a donc — fiB^^S; de m^me — ^ cC ^ S. Les coordonnées du point milieu d( 



A = B = C = 
[■ les coordonu 



st le rayon de i 



s du centre du ci 



,Sj9,C = r 



57. Toute droite est représentée par ime équalion du premier degré et 
homogène entre les coordonnées triangulaires. 

En effet, soient (A, B, C), (A,, B,, C,), (A,, Ba, CJ trois points d'une 
droite dont le preinicp est variable et peut être pris à volonté sur cette 
droite. L'aire du triangle formé par ces trois points est nulle; de sorl« 
que les coordonnées A, B, C d'un point quelconque de !n droite satisfont 
à la relation (N"SG). 

A, It. C 1=0. 
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l'équation d'une droite est do la forme 

(\ + mB -4-/iC = 0. 
Récipi-oqueoieni, loule ciiiiniion homogène du premier degré repré- 
senle une ligne droite ; car elle est aussi du premier degré en x et y, 
d'après la signification des fonctions A, B, C. 

Dans le cas papticuJier où les coefficients I, m, n, sont remplacés par 
a, h, c, on a l'cqualion 

aA -I- hB H- cC = 0, 

qui revient à une conslanic 2S égalée à zéro ; elle définît donc une 

droite située à l'infini dans le plan. Si on substitue aux côtés o, b, c les 

sinus des angles opposés, l'équation précédente peut être remplacée par 

A sin a -t- B sin (3 -H C sin y = 0. 

L'équation iKi premier degré entre les coordonnées polygonales 

;A -+- nili -i- «C -4- /)D H v-]R = 

représentera une ligne droite, puisqu'elle est aussi du même degré par 
rapport aux coordonnées capt(''sienncs x et */ ; mais, comme elle renferme 
plus de deux constantes arbitraires, on voit que, dans ce système, une 
droite pourra être représentée d'une infinité de manières par une équa- 
tion du premier degré. 

6S. Trouver féquatioit d'une droite renfermant (es perpendiculaires 
p, q, r abaissées des sommets du triangle de référence sur cette droite. 
Soit D une droite ayant pour équation 

/A-+- mB+ «C = 0. 
Menons par les sommets a, [3, •/ les perpendiculaires, p, ç, i- ; appelons 
A,, B,, C|, les coordonnées du point 1 où la droite rencontre le côté B. 
On a B, = 0, el (A, -t- ttC, = 0. D'où 
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en attribuant k p cl r îles signes contraires. On trouvera au moyen 
du point I' 






l 



psina ^sinp r sio -/ ' 
donc, si on substilue les côliSs a, 6, c aux sinus, les coefficients /, m, n de 
l'éqiialion de In droite sont proportionnels à ap, hp, ci-, et on peut éerirc 

apA -§- %B -1- crC = 0, ou ^ A -i- ^ B -h pC = 0. 

C'est l'équation demandée. 

Comme la droite D est déterminée de position avec deux perjjendi- 
culaires, il doit exister une . 
relation entre les quantités 
p, tf, r. Pour la déterminer, 
menons par un point M de la 
droite, Ma, M6, Me respecti- 
vement parallèles aux côtés 
A, B, C ; appelons 9, ip et il- les 
angles IMa, IMè, IMe comptés 
dans le même sens à partir 
de Ml. On aura, eu égard au\ 
signes. 




Mais ç — 9 = 77 — ycl'^i — 9=7: — a; d'où sin = — sin (ç 4- y) 
■l sin 'i^ = sin (a — (p). On en lire 

sin C = — sin tp cos y — cos ç sin 7; 

(9me+si„,pco>,)'=,()-sii,'ç)sir,',; 



On Iroiivera de iiiùiiie 
(«) sin' •) ^- 
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et, par analogie, 

(j3) sin^ 4^ + sin^ 9 -t- 2 siinf- sin 9 eos (3 = sin^ [3. 
Si on siibstilne aux sinus leurs valeurs dans l'une des cqualions precé- 
dentes, par exemple dans l'égalité (a), on aura 

('• — P)' ^ l^JZ^ H- 2 ('• — PiJP — 9) pos ^ ^ gi„î ^ 
6' c'* bc *' 

6^ 0; - qf + c= (7- - j>Y + 26c (,■ ~p)(p~ q) cos a = 6 V sin^ «. 
En développant, il vient 



ra bien, 




= b' 


W.iu'a, 








''"'*'"«*-"'''■'- 


,r{h'+c 


••—II') 
=.6'. 


^' sin^ «, 




-6')~f5(o'+6' 


-c> 


^'est-à-iîife, 














o'p- + h'q' + e'r- 


— %cq> 


■■ ces « 


— 2aci-j) ec 


.,{i 


— 2Q&p^cosy = 


4S'. 


Si on remplace a, 


. h. C |i,n 


2S 


2S 2S 
S' S' 


cette l'clation |)cul e 


ncoti 


e mettre sous la foi 


l'me 
















en... 


-2^eo. 


i(3- 


/.,/i, ' 


1. 


Poni' ebréger, no 


us indiquerons 


ce i-ésullat 


par 


la notation 





j.p, t,, C1-1-.2S, 



59. Chercher ['équatiûii d'une droite qui passe pur un point {Aj,R,,C,). 
Les cnordonii(!es A, B, C du point qui décrit une droite satisfont aux 
équations 

;A -t- mB -4- )iCt=0, 

~-«A — 6B — cC = 2S. 

Piuir le point particulier [A,, Ji,, CJ, on a les relations 

/A, -t- niK, -*- hCi = 0, 

— «A, - bïi, - rC,=-2S. 
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Par In siiuslraetioii des ciiiialioiis membre à mcmbruj on oblicnt 
;(A _A,)-i-ni (B~ Ji,) + H(C — C,)-=0, 
« (A — AJ + /,(« — B,) + c (C ~ C,) = ; 
d'où on (ire les ci-.ililés 

,,, A — A, _ B — B, C — C^ 

(liins lesquelles )., jj., w sont proportionnels aux délerminaïUs 

U' ^ I U-, a I l"^ '>\ 

c'est-à-dii'c que les eonstantes /, i/., v doivent sntisraire aux c't; lia lions 

D. -+■ m[i. -\- m = 0, 

aï -+- tnj- -+- cv = 0. 

Soit (/fç. 30) Dune droite qui passe par un point M{A,, B,, C,), et P un 

point variable ayant pour coordonnées A, B, C; menons, par ce dernier, 

des perpendiculaires sur Ma, M6, Me. Si p représente la distance MP, 

on aura 

. , PA A -A, 
^"'^ = PM=^' 
de même 

■ rr ^ '^ — "i .- ,t ^ c - <■, 

Donr-, en admettant que /, [i, v soient les sinus des angles f>, f et -J-, on 
peut égaie.r chacun des rapports (k) à p, et les équations d'une droite qui 
passe par un point seront 

A— A, _ }i— B, _ € — C, 
* ;, " {j- ~ V ~P' 

lîn vertu des relations (^), ([3), (■/) du numéro précédent, les constantes 
À, u- et V satisfont aux équalions 

ul -)- 6^, -+^ cv = 0, 

u' H- v' -t- 2p eos a = siji' a, 

•/^ H- À' -^ 2vX cos |3 = sîii' |3, 

À^-Hp.^-t-2^.Ieosy=-sin'7; 

ou encore à loute aiilic condition obtenue par une combinaison quel- 
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conque de ces équations. Si l'on voulail, par exemple, trouver une 
seconde relation symétrique en ?., ft et a, on prendrait 
o> -H 6/A H- cv = 0, 
jis -I- V* -t- 2fiM eos « =: sin^ a. 
En transposant et élevant au carré, on tire de la première 

6V^ ■+- c«u^ -+- âtcfii- = a^^ ; d'où 2^u = ~ .'^ ~ "^ " • 

Si on substitue dans In seconde, on aura 

6cfi' -4- bcv'' ■+■ {a'}? —■ 6';^* — c^i'*) eos « = te sin^ a ; 



d'où 
a^A^ eos a 



ï + 6tv^ - (6V -^ c^.=) ^^±^-_^^ = 6c sin* a. 



H^À' cos a -t- j/'aJi eos [3 -+- ï'ae eos y ^ 6c sin* «. 
Or, a, 6, c sont proportionnels aux sinus des angles ol, p, y et on peut 
écrire 

i- sin « cos « 4- f(' sin |3 cos P -t- v' sin y cos y = sin a sin {3 sin y 
par suite 

J.* sin 2« + ft- sin 2{3 -i- v' sin 2-/ = 2 sin a sin |3 sin y. 
Il Tant remarquer que toutes ces relations entre X, // et v ne forment 
que deux équations distinctes, 

g 2. PROBLÈMES, 

eo. Déterminer le point dHtiterseclion des droites lA ■+- mlî -t- nC = 0, 
l'A -^ m'B -t- n'C = 0. 



m, u 


-" n, l 


/, 


— «A 


- 6U — cC 




— « m. H —6 


H, / — c 


(, m 


m', u- 


n', /' 


l', m- 
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Il est facile an moyen de ces relations d'écrire les valenrs des 
l, B, C. La condition du parallélisme des denx di-oiles sera 



l-, m', 

61. Trouver la condition pour que Ifis trois droites IS -+-mli-i- "C = 0, 
/'AH-m'B-f-tt'C^iO, /"A + m"B-*-ïi"C^O passent par xin même point. 

Il faul que ces trois équalions soient satisfaites en même temps par un 
système de valeurs pour A, B et C, et, par conséquent, que le délerminaiit 
de CCS équations soit nul. 

Autrement, les droites concourent en un môme point, si l'on peut trouver 
trois constantes k, k', k" telles que l'on ait identiquement 

li{lA -+- ml) -t- nC) H- k' {l'\ + m'B -i- n'C) -^■ k" {l"X ■+■ in"B -^- n"C} =0; 
car les coordonnées du poiiil d'intersection des deux premières annulent 
les deu\ premières parenthèses et elles devront aussi annuler le trinôme 
de In dernière; donc ce point est commun aux trois droites. 

Ex. 1. Les bissectrices d'un triangle passent par un mdme point. 

Toute droite qui passe par ie somiiifil (a) du triangle de référence a une équation de In 

forme niB ^- «C^=0; on en lire— =^ — - ■ Le rapport des coefficients m et n est égal 
ot de signe contraire au rapport algébrique dos perpendiculaires abaissées d'un point 
de la droile sur les côtés C et B ; pour une bissectrice, ces perpendiculaires sont égales, 



mine est idenlîqucment nulle. 

*. Les perpendiculaires abaissées des sommels sur les côtés opposés 



On 


trouvera, pour la pcrp 


endiculaire 


issue du sommet W, - 


= ~ 




y' " 


quai 


onsHru:(!co3^ — Ccos-/ 


=0; deméine,pouricsautres,<maura 


Ce 


os-/ 


-Acoi= 


Acos 


î^ — BcoS;3 = 0. L'addi 


an do ces 


quations donne = 0. 








Ex.. 


3. Les médianes se cou 


peut en un 


même point. 








l'ou 


rlamédiaHcducâté^-/,o 


la: — =- 


- -^ , el son équation est 


Bs 


"iî 


-Csiny 


our 


es deux autres, on (r 


uvcra : C 


mï-Asin« = 0,As:n 




Bs 


1^ = 


n ajoulc iiiciiibru à membre, 


on a = 
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Ex. 4. Lbs bissectrices des angles enlérieurs J'uii iriaiigle j'eiicoiilreiit les côtés 
opposés en trois points situés en ligne di'oitc. 

Les équations de eea bisseelrices sont : (I J B -i- C = 0, (2) C -4- A = Oj (3] A -t- B = ; 
elles rcncontreut les cotés A, B, C du triangle en trois points qui se trouvent sur la 
droite A -t- B -1- C = 0. 

Ex. S. Par les sommets d'un triangle, on mène trois droites qui se coupent en un 
point ; elles rencontrent les câtés du triangle en trois points I, F, K. Slonlrcr que les 
droites IF, FK. R.I rencontrent les efités en trois points en ligne droite. 

Les équations des droites qui passent par les sommets et qui isoncourcnt en un même 
point soûl de la forme 

(1) !«B — mC = 0, (2) nC — lA = 0, (3) ;A — mB = 0. 

Pouf le point !'■. LLiterscelLou de (ô) avec le côté C, on a 
C = et iA — »,li=.0. 

A = et n,B — nC^O. 
L'cqualioii de b droite IF est donc 

(IF) ;A — m!i H- «C = 0. 

On trouvera pour les dcu\ autres 

(FK) — ;a -+- mit -h nC = 0, 

(IK) ;A -b mB — nC = 0. 

Cc'la étant, pour les poïnls d'intersection de ces droites avec les eûtes, on a 
I! = 0, iA _ mit -H mC = 0, 
A = 0, — iA -MJiB -+- hC = 0, 
C = 0, lA-h mB — )iC ^ 0. 
Si ni! multiplie les premières équations par 2!», 2i, 2!( ut si ou sjoute membre à 
membre, on voit que les trois points d'intersection se trouvent sur la dioite 
;A-HmB-t-ïiC = 0. 
llrésultede cette propriété une construction géométriquede la droite l\+mU-^nC^=0. 
On prend, dans le plan, le point déterminé par les relations 

l& = mB = nC, 
et on le joint aux sommets du triangle parles droites (3), (2), (I) ; soient F, K, I leurs 
points d'intersection avec les côtés aft, a.-/, pf. les lignes FK, Kl, IF vont couper 
respectivement les côtés y?, j3s, a-/ aux points a', ?' , / qui appartiennent à la droite 
iA+mB-t-MC = 0. 
Ex. 6. Étant donnée la droite iA-t-!KB+nC=l), construire le point iA = !wB = 'iC. 
Soient A', B', C les points où la droite donnée rencontre les c6tés^ï,ïa, «^i si on 
réunit ces points aux sommets du triangle, on aura trois droites aA',^B', -/C ayant 
pour équations 

(ïA'J Hil!-+-ttC = 0, (,3B'| iiC^-/A^O, (-/Cl ;A-t-mii = 0; 
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ilésiguoiii par C", ]i", A" les points d'iiilersection des droites »S', <iB' ; aA', yC ; 
;3B', yC; Si on tii'e les lignes A"x, B"p, C'y, elles Se couperont en un même point qui 
sera le point clierch^ ; car il est facile de vérifier que les droites A"a, B"j3, C'y sont 
représentées par 

mB-nC=0, nC — lk = il, (A — »iB = 0. 

Ex. », Montrer que les droites qui passant par un même point et par les sommets 
d'un triangle déterminent, sur les CÔ lés, six segments dont le produit de trois non 
consécutifs est égal au produit des trois autres. 

Soient (DmB — nC = 0, (2)nC — iA = 0,(3)M — mB=01es droites, et <t,b,c 
les points où elles rencontrent respectivement les cotés A, Si, C, l'onr le point n oii a : 

- = -= : ; ontrnnveradcnierae:- = | ■. et - = ■■ ■ ■ - ; on multipliant, 

il vient 

ay-ba'C^ 

E\. S. Quand dcui: triangles sont tels que les cotés se coupent deux à deux en trois 
points situés sur une ligne droite, les droites qui joignent les sommets deux à deux 



n même point. 
Soient a^y, a'|3'/ les doux triangles et 

(H) (A't-mBH-"C = 0, 

la droite qui renferme les points d'intersectioji des celés A et A', B et B', C et C. L'équs 
tion du c6lé A' sera de la forme 



;e par ie point d'intersection de A el 



(A') 


rA + mB-i-)iC = 0. 


également 




[K') 


(A -,- m'E! -4- !.C = 


(C) 


M-i-«iIÎ-+-!i'C = 0. 


■lie ces équal 


.ions membre à membre, en obtient 




{l' — l)A-t- {m — m') B~0, 




f>n'-m)B^in~n')C^O, 




,(_r)A-i-K-«)C=.0. 


assent par le 


is sommets a', |9', 7' du second triangle, puisque ces équations 


<3 précédentes par soustroclioii ; de plus elles passent aussi par les som- 


es trois droites concourent en un point: en ajoutant ces équations, on 



trouve = 0. 

Deux triangles qui jouissent de cette propriété sont appelés komologiques ; la droite 
II est i'axB d'homolosk et le point de concoui's des droites na.', 0, yy' on est le cealrc. 

PoNCELET, Traité det prop.proj. des ;îj. p. 151, a établi la théorie des figures Iiomo lo- 
giques et son application à In reclicrclie dos propriétés des lignes. 
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e'2. Trouver i'ançih n (l'une droite L\ -+- mfi -+- nC ^ avi'.c le voté \ du 
triangle de référence. 

Si on mène pnr le siiminct ■/ une [Kirallèle à la di'oîlc donncc, son 
cqiialinn est 



«ndition 



A — /f!î = (l, 
I, —k, 



me — hii =^ 0*« — 1,1-) k\ d'où 



_ 1) sin(y-e)' 
rapport it (nng 0, on Irouve 



?eloppant et rcsolvont 



tnng = - 



lang 



Si on remplace /( pa 

{me — nh)s\ny 



lenr. 



(na — ic)-f-(mc — «ftlcosy «sin 
cl, finalement, en remarquant que 

sin «^ sin(P -h j-) = sinj3 



on obtient 



(msin-/-»sinf3)siny 
„_;si„y+{msinî.-«sin|3)<.os/ 

tos-/ -*- sinyeos^. 



injîQ^ 



- )t cos p — ( 

611. Trouver l'angle des droites /A-+-mB+«C = 0, /'A + ih'JÎ + h'C = 0. 
Snil V l'angle dos droites, 6 el G' les angles i|ii'ellc.s font avec le colé A. 
On a : V ^ G — 9', et, par suite. 



tang V - 



tang b' 



Si on remplace tang â et lang 6' par leurs valeurs, on aurii 
(, »siny-Hsinri)(»i'co8y+»'cosp-fO-(.n'siny-n'sinp)(».cos^/+»cosi3-0 
'^{meosy->-ncos^-l}{m-cosy-^n'<tos^~l'j-^{mdny-mïnfij{m'suxy~u'sm^)' 
Eq développant, on pourra mettre cette expression sous la forme, 



«■- 



-(»!»'- 



»■«) c 



-(,.r+i.'/)co.p-((.»'+f«.)fnsy 
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La (îondiliim de iterpondiculiiriti; des deux drojlos sera 
«'-+-mm'+H«'--(m»' + m'H)cosa~(Hr-^n'0cos[3— (/m'-t-/'j,0cos7=0, 



l'(l — «cosp— racosy)4-m'(m -«eosa— /cos-/)-HH'(rt— weosa— /cosf3) = 0. 

64. Chercher l'expression des perpendiculaires abaissées des sommets 
du triangle de référence sw la droite /A ■+■ mB + »C = 0. 
Soient p, q, r ces perpendiculaires. On a (N" 38) 

l m " n ' 
chacune de ces fraclions est égale n la suivante : 
\ap,h(i, cri _ 2S 



]l,m,nl ll,m,n\ 

On a donc pouc les perpendiculaires 

2S / 2.S m 



6 j;,,«,«î :^ \l,m,n\ 

65. TroHuer /a perpendiculaire abaissée d'un point (Ai, lîi, Ci,) sur la 
droite npA -+- bq'B ■+■ crC = 0, 

Menons, par le point (Ai, R,, C,), une parallèle à !a droite donnée et 

appelons P la perpendiculaire chepdiée. Les distances de cette parallèle 

aux sommets du triangle de référence sont p — P, g' — P, r — P, oa 

bien, jj -t- P, q- -^ P, r -t- P; l'éijualion de cette droite sera 

a (p ± P) A + 6 (^ i P) B + c ()■ ± P) C = 0. 

Comme elle passe par le point (A,, B,, C,), on a 

n (/) ± P) Al -t- 6 (q^P)B, -i-c{r± P) C, = 0. 
D'où l'on (Ire 

f,;..\, + br;B, + crC, _ ap\, ^ ^li, -t- crC, 
^— «A, _6B, — cC, 2S 

Si l'étpiation de la droite donnée était de la forme 
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fiiirail sim|)lemoiU. 



■'=*(£*-^-£^0- 



66. Quelle est l'expi-ension de la dislance d'un point {A i, fi^,C,) à la 
hoite l\ -+- miî -t- nC = 0? 
Si ou (Wil IVfjiiadoinlc la droite sous ly forme 
ap\ -+- hqîi -1- cî-C = 0, 

as ■ 

lin rcmplayiiiit p, (j, r pnr leurs valeurs (N" 134), ou trouve 
, liK, ■+■ mit, + nCi 



63. rcoîfftr la dislance entre tes deux points (A , . B,, C,,}, (Aîjlîî.f^s)- 
Une droite qui pnsse par le premier point est rcprùseulrc jiar 
A — A,_ B — B.C — Ci _ 

si elle pjisse par fe scfiond, on n les reliitions 

A, _ Ai__Bs — l}|_ €a^Ci _ 

On eu déduit 

(A. — Aô^siii!2a + (1{. — ri0'aiii26 + (Cs— C,)'^in27 __ , 
P Min 2a + u^ sin 2,3 + v= siu 2y ' ~ ^'' 

(Kl bien (N" 59), 

, (A. — A,)^sin2«-t-(Bi — Bi)^sin2g + (C. — Ci)^sin2y 

6S. Trouner Véqxtalion de la perpendiculaire alinissée d'un point 
(A,, B,, C,) sur la droite lA -t- mD -+• nC = 0. 
La droite est représentée par 

A —A, B — Jî, C — C, 
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^iV^C lc« ,-OIKlilioilS 

n-i-m'a + n'^^G; 
l', ni', n' sont ]es cocITicienls inconnus (jui (■nirciit ilims l'i;c|iiatioii 
/'A + «('B -^ jj'C = de relie droite sous la forme ocHinairc. La oon- 
dilion de perpendieulnritc est (N" 63) 

r {l — n cos |3 — m cos y) ■+■ m' (m — n cos a — l cos y) 
•+■ n'iii — m cosa — l eas ^) ^■= 0. 
Par la comparaison de ces rolalioiis, ou voit que ),, m, u sont lu-opor- 
lionncls à 

/ — neos(3 — JJIC0S7, m — nnosx — le.os-/, n — mcosa — (cosp; 
et les éqiialions de la perpendicuLiire seront : 

A — Al B~lii C — C, 



l — m cos ■/ — n cos ,S m ~ n cos rj. — / (.os 7 „ _ / cos [3 - 



Exercices. 

Uioii dv lu di'oile menée par tes litmK poiii 
li. I A t! C 1=0. 



li.ï. a. Quelle est l'ti|iialioii de la droite menée par un poin 



It. 



(A, -I- mB, -t- rtC, TA, -1- jji'B, -»- ii'C, 
Lx, 3. Quel tst le rapport dessegments que la liftiie /A -i-fiil! + )i(;^=0 détcniiiiii! 
suf la droite (|ui passe par les points (Ax, 8„ d), (A2, «s, C^) ? 
^_^ IA,^..B.-^..C, 

«, (A, -)- iJiK, -+- «i;, 

lis, *. Uélermiiier les eooidoniiéea du point où la droite (A + luB -1- ?iC ^0 ico- 
eontie les rôles du triangle de référence. Pour h côté A=;0, ou truuicra 

Kv, S. Trouver l'écjnatiou de la droite passant par le point d'interseetion des lignes 
A = (; e05,î, lî = Ceoi a et le point du référence v- 

it. Acos</ = iicos,^. 
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F.\. o. Quelle est la surface ilu tiiaiigle dont les sommcls eoïueident avec les iiiilieuï 
des côléi du triangle de péftireiiee ? 

«■ r 

Ex, ■s. Ecrire l'ciiualioii générale des droito parallèles à /A -t- ihB + nC = 0. 

R. /A + mB -(- nC -H ) (nA -i- ili -t- cC) = 0. 
El. S. Trouver la eouditioii pour que la droite iA -+• mil + nC = soil parallèle au 
eôlé A du triangle de référence. 

R. mc — nb = 0. 
Ex. ». Les droites A -+- C cos ^ = 0, B -h C eos a = fioiit parallèles. 
Ex. lO. Chercher les conditions pour que lu dioite lA ■+■ iii]i -i- iiG = soil perpen- 
diculaire aux côtés du triangle de référence. 

Ex. Il, Les perpendiculaires élevées sur les milieux des côtés du triangle A-B.r, = 
soûl représeiilées par lu équations 

U fin ^ — C sin ■, -t- A sin (^ ~ >) = *1. 
C sin ■/ - A sin « -t- B sin (y - a) = 0, 
A siii a — B siii (9 + Csiii (a — ^) := 0. 
Ex. f 3. Etant données les droites 

(1) iA4-mB-t-.iC = 0, (3) (A-Hrall— )iC = 0, 

(2) U — miB-hmC — 0, {i) (A-inB — nC = 0, 

on forme les groupes ((,2), [3,i);(l,g), (2, i);(I,i), (2, 3); soient P et P', Q et Q', 
R et H' les points d'intersection de ecs lignes. Montrer que les milieux des droites PP', 
gÇ', RU' sont situés sur la droite 

Ex. la. Prouver que les sinus d'une droite avec ks cotés du triangle de rcléreiice 
satisfont è la i'elation 

et que la dislance de deuv points a pour expression 
^ (Ba^B,)tC, — Ci)sini^-+-|C,-Ci)(A, — Ai) si n;9 + (A,-Ai)lBi-Bi)5inv _ 

Ex. l«. Trouver les sinus des angles d'une droite /A -H miB -+- nC = avec les tolés 
du triangle de référence. Les sinus clierchés salisfani anx équations 
n-\-mi'. + m = 0, 
Uin « -1- « sin ^ 4- V sii) ï = il. 
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\/{ms\ay-n,h,^j{»> 



En simplilianl la dcr 



Kx, I». Trouver l'angle de deux droites (1, ,•., v), (i', u.', v'). 
Soit (A,, B,, C,) leur point d'iiilersectioii ; prenons, sue cliacuiiu d'elles, à par 
liu jjoidt 0, les longnciurs OP=Oy = l. En assignant par As, B„C,i A,,!),, C^ I 
coofdoniiées des points P ut Q, on aura 

A, = Ai + ï, Ps = l!,-l-^r, f, = C,-l-v; 
A, = A, -l-y, lî, = B, -I- z^'. C, = r,-i-v'. 
De plus, le triangle OPy donne 

|,--/)lv-.') sin :< -4-1^- .'I 0.-i') sin iS + |).->/H/---/)sii' y 



2-2cûSf=l>Q' 
Eu égard a\i\ 



Ex. ■«. Cliorchei 



In fl -+- -'J' sin ^ + i>' sln y = - sii. ç, sin ^ sin ■/, 

^ [(/-v' -t- -,«') sin ^ + (v).' -+- W) sin ;9 H- O,"' + l'-l') sin vJ. 



linus de l'iinglo des droites /A -H wB -t- "(1 : 
'»') CQS -1 — (iif+fn'l cos iS — {Im'-hml.') «os 



1<,..,.| |r,<, 



sr l'angle des droites apA + ''îl(-+-crC = {>,(i;/A + (îî'l! + ci'C = 0, 

I ï' 9 '• [ 
))' (;■ r' 
H. 2S5in^ = l i I i |. 
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Ex. IS. La droite o;)A-l-i3B-i-ci'C=0 est perpenilkuli 
Eï. 1». Lm droites 

A — A' B — R' C-C 



A-(- jn'B-t-»i'C = 



ioiit perpendicularres, si oi 



Ex. «•. Sur les milieux des cfltës d'un triangls, on élÈve îles perpeudicuhires pro- 
portionnelles aux cdlés, et on joint leurs extrémités aux soraniuts opposfis du trioiigie. 
Montrer que les trois droites ainsi obtenues se coupent eu un point dont les coordon- 
nées véiifient l'^ijuation 



■:<UP-'A . s.n(v-«) , sin[.^ 



À 



D 



^0. 



Ex. SI. Trouver les hauteurs et les cotés du triangle Ibrjné par les rii-oiles 
(I) iA-vmB-+-nC = 0, (2) ;'A-i-m'B-+-«'C = 0, (3) l"A-i- vi"B + n"C —0. 
Soit Pi la hauteur relative au eôté |l). On aura 



ù les coordonnées A, B, C saliHfoiif aux éijuations 

/'A + m'B-i-!('C~0, 
r'A + Bi"B + n"C = 0, 

oA -1- ti! + cc = — as. 



A 




U 




c 




-as 


a+mlt-t-iiC 






•t' r 




' m' 


l 

l 


m" n" 
b c 


l' m- «' 



ongueur du côté 1 1); on a éviden 
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ii]bstiliiaiiH\PaCtâsiii(l,2)l(iur5 



Es. 88. Qiiplle est l'expression de la surface du Iriaiijile de l'esciiiplc pré 






Ek. as. Ti'ouvnr la surface du li'iaiigle dont les côtés si 
ojiA -+- tijB + c'C = iji'A -t- bi'li -4- cr'C = 0, ii 



p' II' r- 

P" l" '■" 

p q r \. p- q' r' .1 jj" q" r 

p' q' r' v" l" '•" P <l '■ 



■!■ l'aire du li-iaiigle fori 
6B + (îC = 0, cC-t 



§ t). COORDON^KES DE L\ DROITE; ÉQUATION DU l'OEM ; COORDOSNÉES 
TANGESTIELLES E^ GÉ^ÉflAl,. 

69. Cuiisidûi'Ofis une di'oitc niobiie ayani, pour tqualioLi 
(i) iix + vy -\- \ = 0. 

A chaque système de valeurs atlribuécs aux parnmèlrcs, tel que m =: a 
tt = |3, correspond une droile Jéierminée ; on dit que ces quantilés sont 
les coordonnées de la droile, puisqu'elles sulfisenl pour la construire dans 
le |ilnn de \n figure. 
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Toutes les droites fournies par l'éijiiatioii (1), lorsqu'un donins k u et 
ti des valeurs qui satisfont à la relation 

(2) au + È« + 1 -= 0, 

passent par un point fixe; eapsi on élimine i; entre (1) et (2), on trouve 
l'équation 

(bx — ay) u -i- b ~ y == 0, 
qui renferme un coeflicient indéterminé u, et représente une inlinilé de 
droites issues du point d'inlerseclion des lignes 

bx — (ly = el y — b^O, 
c'est-à-dire du point a; = a, y = E>. Il en résulte que toute équation de la 
forme (2) entre les eoordonnées d'une droite mobile peut être regardée 
eonime Véquation d'un potnC dont les coordonnées cartésiennes sont les 
coefficients de u et u. 

El général, lorsque les eoordonnées h et t; satisfont 5 une relation 
f(u, v) =^ 0, la droite ux -t- vy -t- l =^0 doit se déplacer dans le plan 
suivant une loi déterminée; il faut regarder /■(«, «) = 0, comme repré- 
sentant une suite continue de droites dont les intersections successives 
forment une certaine courbe b laquelle elles sont tangentes. De là vient 
le nom de coordonnées langenlielles attribué aux variables m et v, tandis 
que la relation f(_u, v) = s'appelle Véquation tangentielle de la courbe 
enveloppe des droites; elle détermine, en effet, les coordonnées d'une 
tangente quelconque a cette ligne. 

70. Quelle est l'équation du point qui dtoise la distance de deux 
points donnés en deux segments dont k rapport est égal à— ? 
Soient 

(l')a,M -t-6,u + 1 =■ cl (Q) OjK -t- 6jU -t- I = 
les équations des deux points. Mu lliplionsla première par*»,, el la seconde 
parfflj; on aura, en ajoutant, 

{nijffl, -•- nijOs) » -t- (m, 6, ■+■ m^b^) r ■+■ m, -4- m^ = 0. 
C'est l'équation demandée; car elle représente un point qui a pour 



coordoi 


iinees 


ix 


= —^ 


^ 


— — 


Poui 


■le mi 


liei 


1 de PQ, 

(«1 -^- 


«.) 


n+{< 



,'/ = 
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71, Trouver (a suiface du triangle dont les sommeAs sont : 
«,M -t- b,v + c, = 0, a,M + b,D -H Cî = e( a^tt -+- b^v + C; = 0. 
On suit que la surface dit triangle des points (x,, y,), {xi, î/î), (ij, i/s) 
a pour expression 



I 1, j, 1 

On Irouvei'ji ponr l'fiii'e dti triangle donné, en remplaçant i/i, x^ etc. par 



I «,, ^> ' 



79. Trouver l'équation du point d'interseclion de deux droites données 
Si {Mj, lî,), {i*,, Cj) sont les eoordonnées des droites et 
au -h hv + t -= 0, 
l'équation de leur point d'intersection, on doit uvoir les conililions 
au, -K-hv, -+- 1 ==0 



-bv. 



= 0. 



D'oi 



et l'équation tlicrohée sera 

73. Quelles sont les coordonnées de la droite qui joint les points 
a,u -ï- 6,u+ I =0, «jWH-èjU-t. 1=0? 

Les coordonnées de la droite qui passe par ces points doivent siitisfaire 
k la fois aux deux équations; il faut résonilre eelles-ti, en regardant m et v 
comme les inconnues. On aura 

ft, - (i. ^ Z"^^ '" ^b. — a,h, ' 
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24, Chercher l'expression de la dislance du point mi -t- 6tî -+- 1 =0 
« la droite (w,, i',). 
La droite donnée a pour ciniulio» en ciiordoiinées carlésicnncs 

u,x -t- 11,)/ -1-1=0. 
La distante P du point (a, b) a ccHc droite sera représenlée ]iar 



Il importe de remarquur que le numérateur est le premier membre de 
t'équarion du point où ii et v sont remplacés par w,, u, ; de là eette régie : 
Si on divine le premier viembre ite réqnation aw -i- 6u + 1 = par 
yu^ -\- (1*, le quotient exprime la distance du poitit de l'équation à la 
droite (ii, r). 



Î5. Trouver lu condition pour que trois points il 
droite. 
Soient 



■s soient en ligne 



a^u-t-b^v-hc,=0, 

u^u^b,v + c,=0, 
les équations des trois points; s'ils sont en ligne droite, Taiie du triangle 
ifui leur correspond est nulle, et on a la relation 



Ces trois points appartiennent encore ii une même droite, si on peut 
trouver trois constantes A,, k^ et k^ telles que l'on ait l'identité 
A, («,M + h,v + c,) -^- k^ia^u-*- h^v -\- i) + k^{a^u 1- b^v + c,) = 0; 

car les coordonnées de la droite qui joint les deux premiers points, annu- 
lant les deux premiers termes, devront aussi annuler le dernier, et, par 
conséquent, le troisième point est sur la droite des deux autres. 

56. Trouver l'angle de deux droites données (m,, yj, (w^, i;^}. 

Celle question revient Ji déterminer l'angle des droites représentées, en 
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coopilon Liées onrttsicnncu, p.ir les éiiuaiioiis 

UiX -^ v,y +1=0, 

D'après une formule connue, on mira 



Il eu résullc que la coudilioLi de pei-pendicularilô s 
et eclle du parallélisme 



c'osUà-dirc que, dnns ce derniep cas, les coordonnées des droites son( 
proportionnelles. 



Es. i. Tzilerprétcr Icîs tquations suivantes : 

„„-t-c = 0, bv^C — d, «H+6!l=0, c~0. 

Ex. ». Chercher l'équatinn d'un point situé sur une droite donnije {",, ii,). 

Ex. 8. Quelle est la condition pour que trois droites passent par uii même point? 

R. «, (->, — w=) + l'i («s ~ «0 -I- «, («, - «.-, = 0. 
El. 4. Écrire les équations des sommets d'un triangle dont les efllés sont ( — !. 2), 
(1,-3), (3,1)- 

n. iJM + 2u -1- I = 0, !( -H iu — 7 = 0, 2(i — u — li = 0. 
Ex. 5. Uolorminer les coordonnées d'une droite qui passe par le point de ■ 
lies droites (»,, c,), (1/3, i^s). 

Ex. O. nlslanec de deux points b.u + biv -t- 1 = 0, ixau + biu -+-1=0. 

R. S=l/(Oi — o,)' + (((a — 4i)^. 
Ex, 1. Uislante de l'origine à la droite («„ «,). 



E\. S, Dans <[i.iel ropport une droite (u,, "0 divisc-t-cllc In dislinice dts poiii 
,,„-,.;,,m-l=0, nsi[-His«-t-l~0? 
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En supposa 
rapport elicrci 


",n, -t- 6,«, + 1 




",tf, + 6,y. + l 


E.. ■- Qq. 


représente l'équueîoii liomogJiie du degré 




w™ -4- (!,!.■"-'!) + n,i!"-'u' + 


Si, après ûr 


oir divisé par u*", on résoud l'équiilion p 


dérii>it>Rpoi.i 
situes à l'iiifi]] 


,e ; réelles ou imaginaires. Il en ré 

11 — r,l, = 0, il- 6«=0, « 



■suite que l'équation proposée 



ÎT. Considérons ranititcnniit trois poinis fixes a, (3, y ayant pour coor- 
données reclangiilaires {xa, yo), {x,, t/,), (xa, i/i), et représentés par les 
éiiuatiiins 

(y.) \j -= 0, (P) V = 0, (y) W = 0, 
où 

U = XoW -I- t/uf H- 1, V^x,M + _i/,r -(- 1, W = j;,M -+- i/,r + 1. 

Une droite, qui se meut dans le plan suivant une certaine loi, peut être 
déienninéc, à cliaquc instant, par ses distances aux trois points fixes. 
Nous les reprcst'nterons par A, B, C, comme les coordonnées triangulaires, 
afin d'avoir plus d'uniformité dans les équations. En vcrlu duN^ H8, les 
quantités A, B, C sont liées par la relation 

a'A' -1- 6'B' -f- cX^ — 2BC6c cos a — 2CAm cos [3 — 2ABa?i cos j/ = 4S* ; 
de sorte que la droite est délerminée de position, si l'on connaît seule- 
ment les valeurs positives ou négatives des rapports —, — de deux de 

ces distances ii la troisième. Dans ce mouvement, la droile mobile reste 
tangente à nue ccrlainc courbe qui sera représentée par une équation entre 



/A B\ 
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ou, par une étiiiotion liomogène cnd'ft A, B, C, 
F (A, B, C) = 0. 

Les finantités A, B, C s.onl les coordonnées lanifeiiltelles de la droîlo 
mobile, et l'équalioa [irécéilenle, qui sert à calculer les valeurs dos coor- 
données d'une tangente quelconque, est Vétjiialion tangeniielle de la 
courbe. 

D'après la signification des premiers membres des équalions des points 
fixes, les distrtnees A, lî, C peuvent s'exprimec en fonction de u et r ; car, 
N" 74, on a 



p/,,.^,. ^/«._H,. ^u^^v^' 

toute équation homogène en A, B, C se changera en une autre de même 
nature en U, V, W, puisque le rndieal disparait nécessairement. 

78. L'équalion liomogène (lu premier degi'é de la forme 
(P) Ik +,nB + nC = 0, 

représente un point; car elle revient à 

l\} -+- mV + «W=0, 
qui est du premier degrû en u et y. Les coordonnées rectangulaires des 
points de référence élant (x„, y^), {x^, j/,), [x^. y^), celles du point (P) 
seront 

lx„ + mac, -H nx, hi,, -i- my, -\- mi, 

l + m + n ■' / -V H( + Il 

Lorsque l'un des coefTicieiils et nul, par exemple n = 0, on a l'équaliou 
à deux termes 

(|->) (A -f mB --- ou /U -f- m\ = 0, 

qui représente un point D silué sur la droite des points fixes a. cl (3; car 
les valeurs m = w,, v ^u,, qui satisfont à la fois aux équalions U t=0 
et V = 0, satisfont aussi h la relation (D), el la droite u,x -t- v,y + 1 =^ 
doit passer par les points «, p el D. Les coordonnées rectanguliiires du 
point D sont 

tx. -+- mx, liu + un/. 
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Ce point divise donc la distance o.B en den\ segments tels que — = ---; 

il se Irouie sur «p, si / et m sont de même signe, et, sur son prolon- 
gement, si ces coefficients sont de signe différent. 

La construction du point (P) repriSscûté par l'équation à trois termes 
peut se fflire de la manière suivante : on prend d'obopd sur k[3 un 
point s représenté par 

{z) m -4- m\ = 0, 

c'est-à-dire, tel que -= =-r ; il aura, pour coordonnées, 

z\i l 



le point (I') sera donné par J'cquntion 

et, pour Je trouver, on divise la distance zy en deux segments lelstnie 
Le point ain^i obtenu est celui qui répond à l'équation (P); 



Py l -*- m 
cor sescoordoi 



^ tx„ -^- mx, -I- HX, __ f'/o + "'.y, + »!/^ 

- l + ,„^n ' ^^ i + fli + K ' 



59. Trouver les coordonnées triaitgiilairci du point défini par l'équa- 
tion (A-t- iitlî -i-»(C = 0. 

Désignons par A,,, Bg, C^, les coordonnées elierehées par rapport au 
triangle «Py. Nous savons qu'une droite, en coordonnées triangulaires, 
est représentée par l'équation 

upk H- fc^B -1- (!iC=^0. 

Si elle passe |>ar le point (A„, ])„, CJ, on a la condiiioii 
npA„ -\- bcjBo -t- crC„ = 0. 

Or, p, cj. r sont les perpendiculaires abaissées des sommets du triangle 
de référence sur ht droite, c'est-à-dire les coordonnées tangenticllcs. 
Par conséquent, en regardant/), q, t eomiiie variables, l'équation précé- 
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(leiilu PI! présent lira le pDÎiil [Au, Bu, Co), Idcnlilioris culUi ùnitalion i 
eclie tfu poiiil donné ; on aura les égalités 

«Ao 61!o cV.o -~2S 



d'où on iléiitiit 








» « 


/ 


-,-,, 


-t-,,- 




-2K 


^" 




lt„ 


0(1 


+ ,« + 


1-4. 


m + H 




- a.tiS 


■~ 


— 


wlh 


H< 


H- .» + « 


-4- 


n-»' 




— 2hS 




_ 


»/h 



C (/ -H )H -t- «} i -( 



Les qiiiintités lii, Ih, fes sont les liaitteups do trinngic de rérdi'ciiee. 
De ces égalilés, on (ire 

A„ Bu~Cu 
/*( Aï h, 
et l'ciiiiiition !ioniof;ène du premier degré peiU uiiciire s'écrire 

h , hî hs 

tiO. Trouver l'équation du point d'intersection de deux droites données. 
Soient (Ai, Bf, C|), (A„ Bt, Cj) les coordonnées litngenliellcs des 
droites, et 

/A -H wB-+- iiC = 0, 

l'éiiualioii de leur point d'interscctioii. On u les deux éijUiitioiis 

Ik, -i-m%i ■+■ «Cl =0, 

L\i -t- mBa -t- jiC3=-0; 
si on élimine (, m et n entre ees éi]iiiilions, on Irouvi;, jtour le jjoini 
demande, 
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Hl. Chercher l'expreHsion lU la (Uslaitce du point IX ■+■ mii -t- nC = 
à ht droite (A,, B,, Ci). 

Si P est cette dinfance, une ijarnllèle à la droite donnée menée par lo 
point de réquatiiin anrn pour coordonnées Ai -i- P, iti -+- P, d h- P, ou 
bien. A, — P, B, — P,Ci — P; comme elles dûivoiithitliafairc à l'équation 
(lu ptiinl, on a 

/{A,±P)-i- m(l(, ±I>)-t-«(C,±P) = 0, 
d'uù 

M, +. ,!),-..(:, 
^ / + m + n 

Si l'é<|na(iori du |>oint donné émit 

h, Ils l)i 

lin Inmvei'ait de la même manière 



=(^-^>-^> 



Ex. ■- ïloiilrep que la droite qui joint les iiiilii'U'i ili; ileux cotés d'iui liijLif;le est 
par» lié lu au iroisiénie calé. 
Les équations des milieux de AB et BC .«ont 

A-f-B = cl l) + C = 0, 

et celle .iu poii.t ,-i i'iiiliiii sm- AC 

A - C = U. 

Si ou multiplie la prciiiièri? pur — I et si l'on ajoute lucullire ù iiieLubre, ou trouve 
= 0; ces Iroid poiiils mal eu ligue droite. 

E\, a. Trouver l'équation du point d'iulerscctîoii lies mciliaiifs. 

Le milieu I de AB a pour equatiou A-^-U =0; donc A -t- B-4-C = 0ri;pré3euie un 
point de la médiane 7I ; ou verra, de luéme, que ce point appartient aussi aax deux 
autres médianes ; de sorte que A -f- B -f-. C := esl l'équation de leur point d'iulL'i- 
section. 

Ex. 3. Que détinissculleséquntioits A =i(l=^r? 

II. Les points d'une ligne à l'infLiii. 

F.\. t. Trouver les coordonnées de la (i^nc dioitc i.\iii |jiiïse par irs points 
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on (ibliciuii-a les valeurs de A, lî, C, ei) y ajoulanl In i-elatiii]i 

[nA, 61), cC!==2S. 

Ex. ». Sur les tôiiis AB, BC et CA d'un trinngle, on prend trois poinls D, E, F oi 

ligne droite ; raoutrop que le produit de (rois scgmenls non conâéuutifs est égal ai 

produit des autres. 

Dans l'hypothèse où D et E sont pris sur AB et l!C, tandis que le point F est surli 
ppolougomont de AC, les équations de ces points eu ligne droite seront 

(D) (A-i-mB— 0, (E) mB-HiiC = 0, (F} «0 — (A = 0. 
«i AD » DE ; CF CF 



— -— I. ou AD.BE-CF — BD-CE- AF. 

Bl» . CE ■ AF ' 

Ce Ihéorènie est dû à Pythagore ; i! sfirl de base a \n théorie des transversales. 
§ 4. nAPPOBT ANHAHHOSKJCE et H.VnjlOiSlOUË. IIOM06n.tPHIIi. involution. 

88. Considérons un système de qiiiUre points «, 6, ;/, () siltiés sur une 
dî'oitc et représentés par les équations 

(«) A = 0, (i) B^O, 

{}') A — ïlî = 0, iq) A — ^.IJ-=0, 

où A Cl B sont des fonctions de m et d de la Torme «m + bv -t- i. 
Le rapport nnharmoniquc de ces points est l'expression 
apbp 
"'1 ' ''? 
si l'on regarde a et 6, jj et (/ en 
rapports analogues en groupant 
les points d'une autre manière. 

II est d'usage de compter posiii- tie. 31. 

veinent les segments dans le sens de a vers le piiinf ij c 
dans le sens opposé. 






f" '"I ' '"I 
. fonelinns du p 
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Qi'me X CDS a + y i\nc— ]i, les éi|uatioii,s (t) i'e|)rtfse nient quatre droites 
l, B, P, Q qui se coupent en un même point. 

Le rapport anharmonique du faisceau est celui des points a, b, p, q où 
;cs (Icoiles sont reiicontr(!es par une siicanle quelconque S. Op, si on 
bîiisse des points p et (/ des peppencliculnires sur A et B, on a 
- _ P'^ sinfA.P) _ qh _ sin(A,Q) 



.lil(l 


1, P) 




<lf 


si„(B,Q) 




;ic si 
'if '■ 


i„(A,P) 
i,i(A,Q) 


sir 


1 (11. V) . 
1 (11, Q) ' 


iangle* 


i sembla 


ibles, il 


csl 


visible, qii'f 




ppopt des 
perpendiculaires, on peut sub- 
stituer celui des segments inter- 
ccpiiis sur la sécante; par eon- 

sëquenl, - représente le rapport 

Taisceau. On 
n nicmc temps, que i'e^- 

"'/ ' '"l 
tante quelle que soit la 
ion de la sécante, car elle est éjçale au rapport des sinus des angles 
des droites fixes : c'est pour ce motif qu'elle sert de définition au piipport 
anliarmoniqne des droites. 

Donc, SI quatre points on quatre droites sont représeiilés par des tyiiti- 

Hons de la forme (1 ), leur rapport anliarmoniqne est égal à — ■ 
Lorsque les poîuls ou les droites ont pour équations 
{u.) A — /fi =- 0, {b} A — ftli = 0, 
(p) A — /'B = 0, {q) A — u'B =-- 0, 

on pose A — ÎB = A', A -— u;B = B' ; en esprimanl A cl B en fonction 
(le A' et B', les équations précédentes deviennent 

A'=^ 0, \V = 0, A' — ^— ^ B'= 0, A'~--- ~ " B' = 0; 
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et le i-ap|)ort anhnfmoni(|iie a [lour viilciif 

p. — /' > — p.' 

83. Le rapport anîi(ii-moiiLf(!ic se change eu rapport harmonique, 
lorsqu'il n pour valeur — I : ainsi une droite 06 est ilivr 
meiil aux points p et ç, si 

aq bq ' '■!;■ ■''■ 

et, pour nn faisceau tic quatre droites liannoniques A, B, [',Q, un Joitavoi 
sin (A, P) _ sin (li, P) _ ^ 
sin{A,Q)Sm([i,Q) 
Dans riiypolhèsc où les points et les droites sont donnés par les équ£ 
lions (I) et (2), on a les conditions 



À 4- p = 0, V — «(^ -*- f') (^' -^ F-') -^ ^'X ^ **• 

Il en résulte que les points on les droites 

A ~ /cB = 0, A + /:B = 0, 

seront harmoniqiiement cnnjnsués avec les points on les droiies A = 0, 
B = 0. 

Lorsque quatre points a, b, p, q sont harmontqncment eonjujjnés deux 
à deux, on a A -I- ,u = 0, ou bien 

Pour que cette relation soit sîitisiaite, il faut que l'un <Ies points p et q 
se trouve entre a et b; alors un des deux rapports est négatif. Si le point 
p se rapproche du point b, son conjugué q s'en rapproche aussi ; mais M 
p s'éloigne pour venir vers le milieu de 06, le point q s'écarte de plus 

a» 
en plus du point 6. Enfin, si le point /> est en 0, on a — = — 1 , et son 

conjugué sera à l'infini, afin que^= I. Un segment uh est toujours 
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divisé h;irmoniqiiemcntp;\i' son inilieiiuUe point i'i l'iiiliiii sur sa tUfeclion. 
Si quatre droites A, B, P, Q conjuguées deux à deux forment un 
faisceau harmonique, l'une d'elles P se trouve dans l'angle {A, B) el su 
conjugce Q dans l'angle adjacent. Toute droite qui coupe le faisceau sera 
divisée liarmoniquement; si on mène une sécante parallèle à l'une des 
droites, par exemple ii Q, le segment compris entre A et lî sera divisé en 
deux parlics égiiles par la droite P, le point d'intersection de la sëcantc 
avec Q étaut a l'iiilini. 



S4. Parmi les figures où se rencontrent des divisiojis harmoniques, 
une des plus remiirquables est le quadrîlnlère complet. Considérons, dans 
un plan, quatre droites A, B, C, D qui se coupent en six points 1, 2, 3, 
4, S, G; menons les lignes 15, 2i, 5C. L'ensemble de toutes ces droites 
constitue le (/iiadrilalère complet, dont les sommets sont les points i, 2, 
3, 4, 5, fi, et les diagonales les droites 15, 24, Sti. Prenons pour triangle 

rérérence celui qui 




avec D, et son équation est de la forme A -i- B ■+ C — /cA = 0; or, elle passe 
aussi par le point 3, et la relation précédente doit être satisfaite pour 
B = 0, C = 0; il faut que l'on ail k = \. Si on applique un raisonne- 

atiuns des 



ment analogue aux droii 


Les 24, 5(i, on trou 


ive, pour les éqi 


diagonales, 






(H) 


!! -i- C = 0, 




(M) 


A + Il =- (1, 




(n(i) 


C -+- A =- 0. 




Soient U, tV, 0" les pi 


)iiLlj d'intersection 


de ces droites. 


chant les deux premières 


équations membre 


il menibie, on a i 


qui reprcscLitera la droi 


te Oo; de sorte qi 


le la sQustraelioi 
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limis [iréftédentes, prises ilpux ii Jeux, donnera poui' les droîles !»0, 
50' et 20", 

(bO) C — A = 0, 

(30') Jl — C =- 0, 

(20") A — Ji = 0. 

Ces équipions démontrent l'existence Je trois faisceaux âc droites lini'- 
moniques ayant pour sommets les pornls 2, 5 cl 5. Les droites de elinqne 
laisccau sont 

A, n, 21., 20", 

Jî, C, 51, 30', 

C, A, m, ;io. 

Cliiique diagonale se trouve ainsi divisée harmoniqucmcnt par les deux 
antres; de plus, les conjuguées harmoniques des dîngoiialcs, e'esl-à-dirc 
les droites SO, 30', 20", se coupent en un même point. 

Ces propriétés du quadrilatère fournissenl une construelion de la qua- 
trième droite d'un faisceau harmonique, lorsqu'on connail les trois autres. 
Supposons qu'il s'agisse de trouver la droite conjuguée à 30' relativement 
au groupe 36, 35. Par uu point quelconque 0' pris sur Ir droite conju- 
guée de celle que l'on clierclie, on mèoe deux sécantes quelconques 0'24, 
0'6b; on tirelesdroilesiG, 23 qui se couperont en un point 1 appartenant 
à In droite demandée. 

De même, éUnt donnés trois points 0', 6, 5 sur une droite, pourtrouver 
le point 0" conjugué de 0' relativement au groupe 6, B, on joint ces der- 
niers à un point quelconque 5 du pion; par le point 0' on mène une 
sécante 0'24; on lire ensuite les droites 46,2a qui se reneontrcnt au 
point I. La droite 31 eoupe la ligne des points donnes en 0" qui sera le 
point elicrché. 

Ex. i. Los bissectrices des angles odjaeenis des liroiles A :=(), 11 = sont eojiju- 
guées harmoniqucmeiit par rapport à ces drilles . 
Ces bissectrices latent A+B = et A — B = 0, elles forniciil un faisceau harmoiilijuc 
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t A ~ Ml == « la ilivi 



^ «,/ — 2Hin -V- ni 

A (w, — 2/ 4- n) -i- I! (».( — 2"Hi -i- ni) = 0. 
Ht. a. Piii' un point lin inèn« les droites I, 3, S aux sommets d'un lrii)n);le ; soient 
i', 2', 3' les ilroitit* qui coinplùtent les fjiisceoux aux aommnts ; dcnit d'entre elles con- 
courent rn un même |)oint avec l'nnc des trnis premières di'oilvs. 
Les iii|uations îles drnites snnt de la Torme 

(I) iA-M.B = 0. W fliB — «C=0. (3) «C — /A = 0, 

(f) U-t-mB = 0, (2') iHB-t-«C =0, (3') .iCM-iA=:0. 

Or, si on retranelio membre à membre |l'l c{ (2') on trouve l'c<|Ualioii (3); dont Ips 

Ex. M Avec les mdines données que dans l'exemple précédent, montrer que les 
droites I', 3', 3' rencontrent les côtés du Irianglo en (rois points silués en ligne droite. 

Ces puinis d'intersection sont sur la droite fA-l- niB m- tiC =0. 

Ex. S, On coupe les cdlés d'un triangle par une drolto et on construit le <|uatrième 
point harmonique sur deux cdtés; montrer i|ue les deux points ainsi obtenus sont en 
ligne droite avec le point d'intersection de la séennte et du troisième côté. 

Les points d'inlorseefion de la sécante avec les cotés ont pour équations 
W — niB = 0, ihB — bC = 0, nC~iA = 
et leurs conjugués harmoniques 

(A -»- nîB = 0, Mil! -1- nC = 0, iiC -l- /A = 0. 

La soustraction des dernières équations, prises deux ù ileu;i, reproduit l'une des trois 
premières, donc ete. 

Déplus, les droites qui joigticnt ces derniers points aux snmniels du triangle con- 
courent en on point dont l'équation est l\ -*- ntB -i- iiC =0. 

SA. Deux ili-OLlcs sont divisées liomographiqueiiient aux points «,6,c.,., 
o',6',c',,,, lorsque le rapport Rnliarmoniquc ^c quatre points que!coni|ucs 
lie la pretniÈre est égnl îi celui des quatre points corrcspominnts de la 
seconde. 

Soient les potnis 

A=0, rt=0, A — ;>îi .==0, A— f^.D =0, 

A'= 0, II' ^0, A' ~ l'B' = 0, A'— [/.'lî' = 0, 

sitiit^s sur les droites ab et a'b'; ils sont lioniograpiiiqiicsj si on a 
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plusieurs droites concourantes en un même point (lutcrminent sur deux 
sécantes des divisions hoinographiques ; car le rapport an harmonique des 
points d'intersection est constant, quelle que soit la direction de la irans- 
versale. Si on fait coïncider deux droites divisées homogrnpJiiquement, on 
a une même droite portant deux séries de points liomographitiues. 

Deus faisceaux sont hoinographiques, si les rapports anliarmoniqucs 
des droites de mâme ordre sont éfçaux. Les équations 



-XB = U; 



- lilW = 0, 



donneraient deux faisceaux liomograpliiqiies ayant pour sommets les 
points (AB), (A'B') ; elles détermineraient aussi deux divisions homogra- 
phiques sur les droites ab et a'b', si A, B, A', B' sont des fonctions 
linéaires des variables u et u, 

Ex. ■■ Deui droites sont divisées homogi'aphiqufimpiitaus points a, b, c, d, a, b', c', d' 
de sorte que leur point <l 'intersection a se correspond à lui-même dans Ips lieux divi- 
sions ; inonlrcr que les droites bb', ce', et dW se coupent en un même point. 

Les équations des points sont de la furuio 

((i)A = 0, (6) B = 0, (tr)A— JB=0, (rf) A — //B:=Oi 

[a)A = 0. 1//]B' = 0, M A— AJI1' = 0, id-)A—kpW = Q. 

Si on retranche membre !, membre les équations (cj et (c'|, (d) et {d'), on trouve 

— B + ytB'=^0 

qui représente un point situe sur les droites ec', dd', et bb'. 

Ex. 9. Deux faisceaux lioinogra phiques ont an rayon commun ; monli'er que les 
droites correspondantes se coupent sur une même droite. 
Même calcul que dans l'E:*. I, en regardnnt tes équations comme reprêsentniit des 

Ex. a. Si deux droites sont divisées homograpliiquemcnt en a, h, c..., a', fi',c'...., 
les droites iifi' et ba', ne' et ca\ ad' et rfn', etc. se coupent sur une droite fixe. 
Cette propriété résulte de l'eseraple précédent. 

S6. fiwoltiHon. SiK points situés sur une droite et conjugués deux à 
deux a et a', b et 6', , 
c etc', sont dits en | 

involulion, lorsque '''^- ■''■ 

le rapport anharmonique de quatre d'entre eux pris dans les trois syst 
est égal à celui de leurs conjugues. 
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Sûiciu 

(a) A = 0, (h) A — /A' = 0, (c) A — ,(aA' = 0, 
' (a') A' = 0, {b'} A — à'A' = 0, (c') A — p'A' = 0, 

les ûquiitions de six points npparlenant à luic même ilroile, 
Considdrons le système des qunlre points 
{a) A = 0, (a') A' = 0, (6') A — /.'A' = 0, (c') A — f^'A' = 0. 
Les éi|unlioiis de ieurs conjngiiés peuvent s'éerirc 
K) A' = 0, (a) A = 0, (b) A'— Ll = 0, (e) A'— -A = 0, 
d'où ou lire, pour lu condition de l'invoUnioii, 

(4) ^ = Ç, ou /À' - «f.' =. 0. 

Celte éijtiaiion sufiit pour nflirmep que les six points sont en involiitioii, 
c'est-à-dire, qu'avec celte condition, le rapport anharmonique de quatre 
points, choisis à vulunlé dans les trois systèmes, sera toujours égal à celui 
de leurs conjugués. En effet, posons, conformcment à cette relation, 

[t = td, fi' = — ; les équalions des six points deviennent 

(a) A==0, (ft) A — >.A' = 0, (c) A — aV = 0, 

(«') A' = 0, ((.') A — VA'=U, (c') A— ^A' = 0. 

Prenons la eombinaison 

(«) A -= 0, [a') A' = 0, {b) A - ),A' = 0, (c) A — kW = 0; 
leurs conjugues respectifs sont 
((,') A' = 0, (a)A = 0, (6') A' — ^A=.0, (t') A' — 4 A = 0. 

On voit que le rapport anliarmonique a la même valeur dans les deux 
systèmes. Il esi facile de vérifiep qu'on arriverait au même résultat avec 
toute autre combinaison; donc la relation (4) est suffisante pour établir 
rinvolution des points représentés par les équations (3). 

83. Trois couples de points harmoiiiquemeiil conjugués à uu si//slèine 
de deux points fixes A = 0, A' == sont en involalioH. 
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Los (jijiiaîions ilesi trois ooiiplesile poiiils seroiildo ia forme 
A — ;.A' = 0, A — ;xA' = 0, A— vA' = 0, 

,\ + /A' — 0, A -t- fy.A' -- 0, A -t- vA' = 0. 

l'osons A — J.A' = P, A -H XA' = P'. Si on exprime A et A' en fonc- 
tion tic P t!t P', les cqn^ilions pr<!eédentes dovieiineiit 

P=0, p+^^^P' = 0, P-+-.J:i!p' = 0, 
A -H f/. A + V 

P' = C, Ph-,^^^P' = 0. p -t-^^L!p' = 0. 

cl, sous eetie forme, ont voit que la condilioii do l'iiivoliuion est salisfniie. 
Réciproquement, lorsque six points 

A == 0, A — hV ^= 0, A — yA' = 0, 
A'= 0, A— A'A'=0, A — w'A'=0, 

soiilcti involulion, il existe toujours un système de deus poinls, 
(«) A — a' = 0, A — H(A' = 

linrnioniqiicment conjugues par rappoH aux points de eliaquc groupe., En 

effet, il suffît, pour qu'il en soil ninsi, de trouver des valeurs de / et de m 

propres à satisfaire aux relations 

l+m^ 0. 

im - ^ (/ + m) (A -t- >') + ;.;/. = 0, 

eomnic les points donnés sont en involulion /// ;^ v.p.', et les équiilions 
pi'éeéileiilea ic réduisent aux deux suivantes, : 
; -+- m = 0, 
Im -H (j.y.'=0. 

D'où on tire ( = -+- {/[Jij' et m ^ — K (^-f-' ! donc ie système (a) existe 
toujours et les deux points pcuvenl être réels ou imaginaires. Celle pro- 
priélé pouiTflit servir de déâiiition à l'involulion de six poiiits. 
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§8. LorS(fm six poùm d'tine droite représentée pur les équations 

A -=0, B = A — U' =0, C = A — pA' =0, 

A' = 0, B' = A — À'A' ^0, C = A — [/.'A' = 0, 

dimnenl lien à l'identité 

MA' -+- mlîB' -+- «ce = 0, 

ils forment un système de points ea involulion. 

En effet, rfiinpljiçons B et B', C et C, par leurs Vitleiirs ; si celte idcnlilc 
existe, on doit avoir les relations 



l^Q: -^ ).') m — ((/ + !^') n = 0, 
mll' + np-y-'^O. 

Or, U combinaison de la prcmièrii avec la dcrnièi-c donne W.' — p.ij.'=0; 
donc, il y a involulion. 

RéciproquemenI, si les points forment une involution on a ).).' = pfi'; 
les ti'ois (équations n'en forment plus que deux distinctes ; ce qui suffit 

pour dëterininrr les rapports — ! - qui donneront lieu à l'identile 

précédente. 

Il résulte, de celte rèjçle, que six points d'une droite ayant des équa- 
tions de la forme 

A = 0, B = 0, C = 0, 

mit — hC -= U, hC — /A = 0, lA — mB --= 0, 

sont toujours en involulion ; car ces équations conduisent à l'identile 
;A {mB — hC) -t- mB («C — (A) + nC {lA — mB) == 0. 

89. Si, dans la condition (i), on substitue aux coefïieieiits les rapports 
des segments qu'ils représentent, on a la relation 



ou bien 



«'fi a'b' a'c a'c' 
irc une nouvelle équation, pour définir l'involution de 
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sis poinls, en égalant le l'apport imhiiniionir[ue des points a, r, h', c' à 
celui de leurs conjugiids a', c', b, c. On trouve nînsi 
ab' ch' <•■(, c'b 



ab' ■ bv' - ca' ^^ 

ac'-ba'-cb'^ 
On dit niisi'i i|ne si^ droites représentées par des éi|U!i(ions de 
orme (3) formcnl un faisceau en involulion, si on u U eondition 

II' — j/ji' — 0, 
»n Lien, en désignant par A et A', B et B', C el C les droites corijngut 
leux à deux, et en remplaçant >,, y., }.', \i' par les ra])piirls des sinus d 



sin[A,B) sin (A, R') sin (A, C) sin (A, C) _ 



0. 



sin(A',B) sin(A',B') sin(A',C) siii(A',C') 
Cette i-elBlion pent s'écrire 

sin (A, B) ■ sin (A, B') sin (A^ B') sin (A', B) 
sin (A, C) sin (A, C) ~ sin (A', C) ■ sin (A', C) ' 
Enfin, si on égale le rapport anharmonique des droites A, C, B', C à 
celui de leurs conjuguées, on obtient 

sizi (A , B') _ sin (C, B^ shi (A', B) _ sin (C. B) _ 
sin (A, C) ■ sin (C, C) "" sin (A', C) ' sin (C, C) ' 
et de là on lire cette nouvelle équation 

sin(A,B').sin(B,C').sin(C,A') _ 
sin(A,C').sin(B.A').sin(C,B') ' 

|ioor définir un Taisccau en involulion. 

90. Une Iransversale rencontre les calés d'un tjuudrikilèrc el deux diu 
gonales en six points en involulion. 
Soient 

A, = 0, A. = 0, As -= 0, Aj = 0, 
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les équations des somniPls d'un qu!idi'iialci*e simiilc, et a\, «s, ffô, "i les 
nombres auxquels se réduisent les fonctions Ai, Aa, As, A4, ponr les 
coordonnées d'une sécante quelconque S. On aura, pour les équations 
des poiots d'intersection, 



Ai 



(«) 


j^-- = o. 


(«■) 


('<) 




(»■) 


(<) 


*-^-*^ = 0, 


(«■) 



A3 



A,_A4__A 
Aï A, li 



désignant par 1, f, v les facteur 
près à ramener les équations (a), (6), (c) à la forme au -t- 6tî -i- 1 
Les équations des six points deviennent alors 

(a) A = 0, (&) Tt = 0, (c) C == 

„ï_2=„, OT^-f^o, Mt~!-»; 




; qui montre (iS" 88) que ces (loinls 
isurer atissi, cji remarquant que 



; ou invohition. On pont s 



d'où on tii'c l'équation qui c'iraelcrtsc l'involiilion t!c six piiinls 
oi-/ -ba' ■<■!>' _ 

CeUc ppopriété donne la construction du sixième point d'une ir 
lion. Supposons qu'il s'agisse de trouver le point c' qni lorme une ir 
tion avec les cinq points donnés n, a', b, h', c. Par les points a 
on mène trois droites qui forment on trianifle quelconque Aa A3 A 
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joint 6' et a avec les soinnicis As et A^ ; les droites b'iU, «A^, se coiipcnf 
(Ittelquc part en Ai. La ligne qui p.isse par Ai et le troisième sommet Aa 
détermine le sixième pointe' de l'involution. 

Ex. 1. Étant donné un tri.iiiglc, on jnint ses aamincls à un point Cae du p!«a ; 
mi»i(i-rr que toute sécante rencontre les droites de la ligure en six points en involutloii. 

Soient A=:0, B = 0, C = les équations des câiés du triangle; celles des Irais 
autres droites seroni 

(A') HiB— nC = 0, |ll'| hC-*A = 0, (C) /A — HiB = Oi 



ItipHant, 

n(A,ll').sin(B,C').s"iu(C,A') " 
Donc, les eôlcs cju triangle et les droites qui passent par les somm«ls oui cnl 
la relation de l'involution, de sorte qu'en menant par un point îles parallèl 
droites, on aurait un faisceau en invnlution. Menons 
côtés du triangle aux points n, 0, « et les autres droites en a', b', c". En expi 

rapports — > - < — i en fonction des segments iliitorniliiés pjr la sécanle, 
facilement à la relation de l'involution 

ne' ■ b»' ■ ch' 



in (B, A') 
iniC,A')' 


l sin (C, li') m si 
n sin(A,B')' l s, 


niA,C'| 
m (B, t;-, 


sin (A, Cl 


. sin (B. A') -sin in, B') 





Ex a. Lqs droiles qui joignent on point du pian aux sommets d'un qnndrilalcre 
forment un faisceau en involulion. 

Soient A, =0, A, = 0, Aj =0, Aj^O les équations des calés, etn,,nî, n,, oj, 
[es vaEeurs de Aj, A a, A,, A, po'ir les coordonnées du point fixe; ks équaliona des 

"""""""" ,„ èi_li = „, ,v, il_ij = „, 

(Cl ^-^ = 0, (C) li_i:i = {|, 

Soient )., n et i les facteurs convenables pour ramener les rquutioiis (A), (B), (C) à la 
foi me ce cou ï + t/ sin a — p = 0, et posons 

A, As^A A; A,, _ii A-, Ai_t; 
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(A) A = 0, (Ji) B = 0, (C) C = 

(A'I ?-; = 0, (B'I ;-y = 0, (C) y-^ = 0,- 

et par conséquent, d'après le numéro 8g, il y a involulion. 

Lorsque le point est à l'infini, les droites sont parallèles, et an a celte propi'ictc : ics 
projections parallèles des siï sommets d'un quadrilatère complet, sur une droilo quel- 
conque, sont six points en involutîon. 

Ouvrages à consulter sur la théorie de l'involution et de l'homograpliie : VoHeauttiji-ii 
uns der annlyiûchea Géométrie der geraden Linie, des Punklts nnd des Kreisea. — Vki' 
VorletuHgeu ans der aniUytitelie» Géométrie von D' Otto Hessb. — Traité de géaméhie 
»npérieiire far Ciiisles. — J. Steineh's Vorlesungen ûber synlhetisc/te Géométrie. Ces 
deux derniers ouvrages (lounont, par une mctliode synthétique, de grands développe- 
ments sur l'homographie et l'involution avec leur opplioiition à l'élude des figures. 
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CHAPITRE IV. 



Sojpihjihe, — Du cercle ea coordonnées carléaiennei et polaires, — Ue la langente et de la 
polaire. — Èqwilioas diverses (Ju eercle en coanlonnéea Irintiffutairea et langenlielles, 

§ 1 . ÉQUATION nu CEnr.r.E en coolioo.\nées cartésienniis et pOLAinns. 

91. L'équation d'im r.erde rapporté à des axes ijuelconijiies s'obtient, 
en exppimanl que le cairé de la distance d'un point variable (a;, y) de 
celle ligne au centre esl égal au carré du rajon. Snîl C («, 6) le centre, 
r le rayon ; on auni, pour des axes reetangulaircs, 

(1) (x-a)'^{ji~hr = rK 
En dévcloppani, cette équation prend la forme 

(2) x^ -^f ■+ 2Ma; -4- 2% + P = 0, 
où M = — a, N = — 6, et P = n* -+- 6* — r'. 

L'équation la plus générale du cercle en coordonnées rectangulaires est 
donc du second degré; elle ne renferme pas le rectangle xy des variables 
et les cocfliercnts des (ermes en x^ et y^ sont égaux. 

Les relations précédentes servent li calculer les coordonnées du centre cl 
le rayon d'un cercle représente par une équation de la forme (2) ; on a 

« = — »!, 6 = — N, I- = (/M^T^ — P. 

Le cercle est réci ou imaginaire suivant la nature du radical; il se 
réduit à un point lorsque M' -i- N^ — P = 0, 

Si l'oviginc est au centre, b = 0, 6 = 0, et l'équation (I) devient 
(3) x^ -i- f^ r\ 
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Lorsque les axes son! obliques 
IV'qiiation du cerelcj 



, d'après le même |)rinci|)c, pour 



(4) (x-ur 



(3) 



- (!/ - I'}' ■ 

- -*■ 2*y co 



■ a{j; — cr)(i/ — t)cosQ = J■ 



•+■ 2Qj: -V 2R)/ -V S = 0, 



■lie 



(='.) K= - {/' + «™s0), 

S = o^ -V (»' -V 2a6 eos Q — j-^ 
Ainsi, réquation ^ii cercle en coordonnées obliques est dti second 
degré; 1rs termes en a^ el y'' ont pour coeiïîcienis l'iinilé, et le terme 
en x</, le (loiil)!e du cosinus de l'angle des axes. 

Quand iiii cercle est donné pour une équation de la forme (3), on 
détermine le centre et le rayon an moyen des relations (a). Le eerele est 
t'i'cl, imaginaire ou se réduit à son 
centre, suivsnl la valeur de }-. 

La |}Osi(ion du centre peut se déter- 
miner par une constrnclion géomé- 
uiquc. Projetons le centre C d'un cercle 
sur les axes par les perpendiculaires CD 
et CE ; menons ensuite les coordonnées 
du point C. Ou a 
f'- ^■- OD = « + &cose, 0£ = &-i-«cose, 

(U) = — Q, 0L;= — it.Il suffit de porter sur les axes les 
long«eurs — Q el — R, et d'élever des 
perpendiculaires par les points D el E; 
celles-ci se couperont uu centre du cercle 
represenlé par l'équation donnée. 

92. Pour trouver l'équiilion du cercle 
en coordonnées polaires, prenons un 
point quelconque pour pôle et la droite 
OC pour jixe polaire. Soit M (p, m) un 

distance OC. Le triangle OMC donne 

/^ — 2!/pcos w, 
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ré(|untitin Un t^ei'cle sera 

(6) p* — 2((p «os (^+ d^ —r'' = 0. 

Si l'iixe poiaice, an lieu elc traverser le centre, était nue (iruiU? (itid- 
nqne OX, on aurail, en représentant par a l'angle COX, 

(7) p^ — idp cos (m — a) + (/5 - r* = 0. 

Enfin, lorsque l'origine est un puint de lii ointibe, d = c, et l'éqnatian 



(6) se réduit à 
{8} 



-2i'c 



= 0. 



ABelCUi I 



Ex, I. On mène, dans uii corcle, deu,\ diamètres perponditi 
l'équalion de celte ligne lorsqu'on place l'origine successi- 
veiueiit aux points A, B, C, D. 
fi. (A) i'-i-y'-i-2.'i = 0, (B) l'-H-j' — 2car = 0, 

(Cl X' -t- r -+- 2rtf =- 0, (D) ai' +<,'- — ^••y = "■ 

Ex. ». Que signifient les éi]unlions 

R. Les deux premières re pré sente ni respect ivemeul les points (1,-2), (0, 0), cl les 
àjualions (3) cl (4), dos cerelea imaginaires. 

Kx. 3. Ramener les équations qui suivent h (a furnie (c — «1° -h (j^ — i]' — i-s == 0. 




R. (1) (»_2,= -,-(j-^i)'-i=o, (a! /^H-^j+l 


,-?;-«=" 


(5) ii'-+-(y-5)'-ie = 0. 




Eï, *. Que signilic le terme conslanl P dans réqualiun 




js ^. y. + asij; -i- âNi/ -t- P = ? 




R. Le carré de la tangenleOT menée de l'oiigine au cercle ; 
= UÎ;^ — î-'^ÔT*. On peut din^ aussi que P est égal au produi 
mines par le cercle sur une sécante issue de l'origine. Ce produi 


car i' = h' + b' - 
t des segments dél 
t s'appelle la „«»*. 


dn point 0. 

Es. s. Par un point d'un cercle on mène un diamètre d q 
polaire; on tire ensuite trois eordesOA, OB, OC fiiis-ul avec ce dei 


u'on prend pour 
rnierlesaiiglesa,,? 


On a pour le premier 

p = OAces(.-.)i 




muJsOA=:rfcostt ; les équations demandées seront 




p = d cos « cos {'^-■A, P = d fos ,« ces (» - ,5), C = 


rico5/eos(r-~ï). 
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93. Les équnlinns (2) cl (j>) renferment trois paramètres ; un cercle est 
donc (létcrmini! par trois conditions gco m étriqués, en admettant que 
chacune d'elles donne lien à une relation unique entre les coefficients 
inconnus ; on a alors trois équations pour calculer leiii's valeurs. L'équa- 
tion générale des cercles, qui satisfont à deux conditions données, s'ob- 
tiendra en éliminant deux paramètres au moyen des relations qui corres- 
pondent à ces conditions. 

94. Trouver l'équation des cercles qui passent 'par deux poùili fixes 
situés sur l'wi des axes. 

Les points d'intersection du cercle 

x^ -t- f -h 2Mx ■+■ 2% + P === 
avec les axes, sont déterminés par les équations 
x^ -1- 2Ma; + P == 0, 
tf -j- 2IVt/ -H P = 0, 

obtenues en posant successivement !/ == et x = 0. Soient a et a' les 
abcisses de deux points de l'axe des a;; posons 

a:' -H 2Ma; -+- P = {a; — a) (x — a') . 

On en lire 2M = — (« -»- a'), P =«»'; i'équation des cercles qui 
passent par ces points sera 

x^ -t- y^ — {a -\- a') x -+- 2% -+- aa' = 0. 
De DK^me, si b et b' sont les ordonnées de deux points de l'axe des y, 
les cercles qui passent par ces points seront donnés par l'équation 

x^ -^ 'f -*- 2Mx — {b -+'b')y -h 66' = 0. 

I! reste dans chacune de ces équations un paramètre variable ; il y a 
une infinité de cercles qui satisfont aux conditions données. 

Sien suppose que les points d'intersection se confondenl en un seul, 
les cercles sont tangents aux a.ves en un point donné ; les équations précé- 
dentes deviennent en posant a =; o', 6 = b', 

a^^- -u ;f — '■2ax -t- 2.\?/ -t- a^ ^ 0, 
x^ -h if — ai)}/ -f- 2Mx + I)' = ». 
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95. (In cerde rencontre dmx droites fixes aux points A et A', IJ et B' ; 
trouver son équation par rapport à ces droites. 

Soit 

x^ -)- 2/' -H 2x1/ cos 9 ■+■ 2P3! + 2Qi/ -+- S = 
l'équation du cerclej si on désigne par a et a', h et 6' les coordonnées 
des points d'intersection, on doit avoir 

y'' + 2Q,!/ -t- S = y^ — (6 + 6') t/ -H hb\ 
D'où, S =. an' = 66', 2P = — (a •*- a'), 2Q = — (6 -h 6') ; l'éqnation 
demandée sera 

a;' -V y' -4- 2x^ cos — (a-\- a')x — {h -\- h')y -^ aa' ^^ 0. 

06. Trouver l'équation des cercles tangents d deux droites données. 
Prenons ces droites pour axes, et soit a la distance variable des points 
de contact h l'origine. Il faut que l'on ait 

a-' -H 2Px -H S = a;^ — ^ax -+- a*, 
y^ -^ 2Q.y -t- S = i/^ — 2a-/ + a^; 
on en tire 2P = — 2«, 2Q == — 2u et S ;= a^. L'équation des cercles 
qui touchent les deux droites sera 

x^ + )/^ -+- 2xy cos 9 — 2aa: — 2ay -i- a^ = 0, 
où a est un paramètre variable. 

97. Quelle est Vèquation du cercle qui passe pur tes points (x,, y,), 
(x,, y^), (x^, yz}'! 

L'équation du cercle qui passe par les deux premiers points peut s'écrire, 
en coordonnées rectangulaires, 

(x~x,)ix-x^)-h{y-'y,)(i/—y,)-i-}i(x~x,)('j—yi)—(x—x,)(ij—y,y}=0; 
car, en développant, elle prend la forme (2) ; de plus, elle est satisfaiie 
pour a: = X, etJ/= )/], x == Xt el y = */s. Le paramètre ï se détermine 
par la condition que le cercle doit passer par le troisième point (xi, ys), 
e'est-à-iiire au moyen de l'équation 

(X; — Xi) (x, — x^) -t- Cvs — yi) (y, — y,) + > [(x, — x,) {y, — y,) 
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Si lin cliiiiÎLie )., on iniiivi^, pour le cci'cle ikm^iiidn, 
li^^x:)(x^^,)-^i.j-y,)(!/-U^)]l{x.-x,){yr,-y,)-(y,~y,)ix.-^^.)-] 
^- [(x-xO iy-,j,)~{x-.',) (y-?y,)] i(.x,—x.) (ï,-ar.) -.- (;/,—(/=) (•j.-y.)-] =0; 
en développant, teltc équdlion |ii'iTt se mettre souji !;i forme, 

— (j-.'-l- f/,^)[x.(.V, — ^) -t-;r,{y — y,) + »T (ys-î/s)] 
+ (ï^-t-y%)[rj(y — vO+r {.'/i — Vs) -^ a;, (y^ — i/)] 

- (i=^ -^ uz') [^ (yi - !/^) + ^< (;/> - y) -+- '^^ (,'/ - y-)] = 0. 



Ex. I. Chercher requatiniiciu-'ctrclc qui [lusse par les poinis (0. 1), (0, H) ït (3, 2j. 

R, ïS ^. j,. _ 2„ _ 6y -(- B = 0. 
Jix, *. Môme reeherolic pour le cercle qui passe por les poinis (2, 0), (3, 0) et (1, i). 

!1. tt'-hy'-ën -|v + 6 = 0- 
Ex. a. Trouver le lieu giiométriqini iIbs centres des cercles qui pussent par les points 

Si ou développe In première équation du N° 07, on trouve 
a:' + î/S -, [t, -+- 3., H- 1 (^5 _ y,)] ,r _[(/, + y, 4. J (3., - 3.,)] y + «,3-, + !/,i,s 

l.e centre d'un cercle donné pnr cette cqualion a pniir coordonnées 



'i ^ v.-!/.(* =i / 



C'est une droite perpendiculiiirc au milieu de lu ligne des deux points donnes. 

Ex. J. Le lieu des pints, dont le rapport des distances à deux poinis fixes est égal 

à — 1 est une circonférence qui a son centre sur la ligne des points donnés. 

Soit le point qui divise 1» dislanee des poinis fixes duns l<! ruppoft donne; on 
Irouïcra pour l'équalion du lien, le point étant l'oiigine, 
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ur de deux points rues, dec 
C étant l'angle, A et B les points II 
milieu de AB, 



= 0. 



E\. t. Le lieu des points, 'dont la samjiie des eiirrés des dislai 
égale s Ht', est une circonrércnce. . 
Soient (iE,, y,l, (ïj, ys).,.. les points lises ; le lieu a pour cqiiii 
(œ — x,f M- (y — >J,Y + (i — Xs,f -t- (y — ya)' + 



[?. ¥]■ 



Il cerele dont !e centre est celui des mnyeniics dislancffs des points donnes 



Lorsqu'on multiplie les distances rcspccti veinent par des eonstaiiJcs n,, nj, 
Brcle 
x'iiii ■+■ y'int — 2x2M,a, - 2y2n,j', -+- liii^i.' H- 2»,;/,' = m', 

!C celui des dislances proportioi 



|_ Sn, Ltii J 



Ex. 8. Étant donné le cercle x* + y' ^ i"*, Jémontrer les propriélës suivantes : 

1° Tout diamètre divise la circonférence en deux parties égales ; 

2° Tout diamètre perpendiculaire à uae corde divise celte corde et l'are sous-lendu 
en deux parties égales ; 

3° L'ordonnée perpendiculaire à un diamètre est moyenne p toporl ion n elle entre les 
segments du diamètre ; 

i' Vu angle inscrit dans un demi-cercle est droit ; 

Ei" Tous les angles inscrits dans un même segment sont égaux; 

6° Le produit des segments d'une sécante passant par un point fixe est constunl; 

7° Si, par un point du plan, on mène deux sécantes perpendiculaires, la somme des 
carrés des distances de ce point aux quatre points d'intersection des sécantes et du 
cercle est constant. 

Ex. •. Du centre d'un cercle inscrit à un triangle ABC, on décrit, avec un raj'on 
arbitraire, une seconde circonférence; par un point quelconque M de celle-ci, on lire 

SÏÂ' X a + ÏJB^ X 6 -+- MC^ X e 
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Ex. to. Pat un point lur une circonférence, on mène les cordes OA, OU, OC, et, 
sur chaeiine d'elles comme diamèlre, on Jëeril un cercle ; montrer q«c les intersections 
des trois cercles, prix deux à deux, sont en ligne droite. 

Ex. 11. Trouver, sur une circonférence, un point tel, 1° que la somme do ses 
distances à deux autres points de la même circonfdrencc soit égale à une longueur 
donnée ; 

2" Que la somme dcscorréa des dislanees soit égale à A'; 

S" Que le rectangle des clislnncessoit égal à m'. 

Ex. 19. Par deux points donnés A et B, on mÈne deux droites à un même point P 
d'une circonférence ; soient 11 et N les deux BUlres points d'intersection avec !a courbe ; 
on demande de meuer des sécantes telles que, 

1° La corde iUM soit parallèle ii AB ; 

2° La corde MN soit perpendiculaire à AU ; 

3° La corde MN passe par le centre du cercle ; 

^»Ls corde MN soit parallèle à une droite donnée; 

B" La corde MN passe par un point donne. 

Es. «3. Paruu point fixe 0,on mène deux rayons OA, OB, Leis que l'angle AOB et 

[e rapport --rr- restent constants ; si le point A décrit un cercle, quelle ligne décrira 

le point Be 

Ex. 14. Par uu point fixe 0, on mène des rayons Yecteurs, et, sur cliacun d'eux, on 
prend deux points A et B tels que le produit OA-Oli = k^. Si le point A, le plus rap- 
proché du point fixe, décrit une droite, que décriro le point B ? 

Ex. tS. Dans l'exemple précédent, si le point Â décrit un cercle, quelle ligne 
décrira l'autre point? 

Ex. lo. Etant donnés un point et une droite, trouver le lieu d'un point te], que le 
carré de sa distauee au point donné soit égal a m fois sa distance à ta droite donnée. 

£x. <9. Etant donnés la base et l'angle au sommet d'un triangle, trouver le lieu du 
point d'intersection des hauteurs de ce triangle. 

Ex. *S. Par un point 0, on mène des droites parallèles aux côtés du triangle ABC ; 
soientù, c; c', n'; u", 6", les points où elles rencontrent les côtés. Trouver le lieu du 
point 0, loi'sque la somme 

lO-Oc -+• c'0.0.<' -1- n"0-OI>-' 
reste constante et égale l m'. 

Ex. to. Trouver le lieu des milieux des cordes piissant par un point fixe. 

Es. >•. Etant donnés un point fixe et une droite, on mène le rayon vecteur d'un 
point quelconque M de la droite ; sur 011, on prend OP =: -— ; quand le point Bl déca'it 

ia droite, quelle ligne décrit le point P ? 

Ex. ea. Par l'un des points d'intersection de deux cercles, on mène une droite; 
trouver le lieu du milieu de la partie comprise entre les cercles. 

Ex. »». Trouver le lieu des points tels que les pieds des perpemlieuiaires abaissées 
de chacun d'eux sur les côtés d'un triangle soient en ligne drnile. 
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Ex. as. UiiG droite de grandeur constante se meut dans un cercle ; trouver la lieu 
deent pji un point quelconque de celte droite. 

Et «4 Autour d'un [loiiit fixe P, ou fait pivoter un angle droit dont les côtés, dans 
une eei laïue positioo, l'cnconti'cnt une circoiiféi'euco aux points A et G. Le lieu des 
pi éjections du point P sur AB est un cercle. 

El an Las circonférences décrites sur les diagonales d'un quailrilalère complet ont 
une même ujrde commun 0. 

Eï. ss. Par un point quelconque de l'hypotljénuse d'un triangle ABC, reclanBle 
en C, on mène une sécante qui coupe les côtes CB et CA en B' et A' ; on fait passer une 
circonférence par les points 0, A, A', et une autre par les points 0, B, B'. Trouver le 
lieu des points d'Intersection de ces circonférenees. 

Ex. 97. On donne quatre droites A, B, C, D qui, i)rises trois à trois, forment quatre 
triangles ; la droite A appartiendra à trois de ces triangles. On joint le centre du cercle 
circonscrit à chacun de ces derniers au sommet non situé sur A ; les trois droites ainsi 
obtenues concourent eu un même point l. Montrer que les quatre points analogues à i 
et les centres des quatre cercles sont sur une même circonférence. 

Ex. SH. On prend deuï points A et B sur une première d roito et dcus points a et (' 
sur une seconde droite; on tire ensuite les droites Aa, B6 qui se rencontient en un 
point S, Si l'eu foit tourner la droite 116 autour de son point d'intersection 1 avec la 
première, le point S se déplace, et il se fait que, la droite menée par !e point S paral- 
lèlement à 06, dans toutes ses positions, rencontre AB en un même point 0, et que le 
point S décrit un cercle qui a pour centre le point 0. 

Ex. ao. Étant pris quatre points M„ M„ Mj, Mj sur un cercle, on désigne par 
rfis, fiisj ''n, ds5, rfaj, dsi les distances mutuelles de ses points. Montrer qu'elles 
satisfont à la relation 



rfai dii 



= 0, dr,: 



9§. La tangente en un poîiil M d'une courbe quelconque est la posi- 
tion limite d'une séeaiUe MM' qui tourne autour du iioint M, jusqu'à ce 
que les deux points d'inlerseelion se conl'ondent. D'après eette définition, 
proposons-nous de trouver l'équation de la tangente en un point M (x', y') 
ilii cercle 

X^ -H !/^ = '■'■ 

Soient [x" , y") les coordonnées du second point M' ; l'équation de la 
sécante peut se mettre sous la forme 

(x — x') {x - ^■') + {y- y'] [y - y") = a:* -t- y^ — r\ 
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En effet, si, npiTs la miiUipIitiition, on siippriDic les lecraes eoiiimims, 
l'cquadon s'abaisse au premier degvé el rcprésenlc une ligne droite ; d'ail- 
leurs, comme les points M el M' sont sur le eerele, on n 

(k's -(- y's — ^3 ;=, 0, x"^ ■+■ y"^ — r' = ; 
l'équation est. satisfaite pour 3; = x' et i/ = j/', x--=%" et i/ = j/": la droite 
de l'étjuation renferme les points M et M'. Lot'sc|i]e 
la sécante devient tangente, les deux points se 
ionfondent, el, pour cette position limite, x" =a;', 
/" = y' ; 'i' tangente a donc pour équation 

(1) {x— s/f + {y—y'f = i^ -+- ï' — J-», 
m bien, en développant et faisant les réductions, 

(2) XX- + yy' = *■'. 
La normale au cercle en un point M est la perpendiculaire élevée en 




ce point a in tangente. Si on remarque que le cocificicnt a 


ngulaire de h 


tangente est ^ , la normale doit avoir pour équation 

y 




y-y.'lM^.'), 




ou 




xy'-y'x^O. 




C'est une droite qui passe par le centre du cercle. 




Lorsque l'équaiion du cercle est de la forme 




{x-«)^ + (y-6)' = H, 




on doit prendre pour Téqualion de la sécante MM' 




[x-a-{x'-a)][x-n-K'-a)] + [y-6-(y~6)][y- 


-b-{y"-b) 


'^{x-af + iy-hf^r^ 




car, en développant, elle sera du premier degré, et 11 est 


visible qu'ell 



est sali^fafte par les coordonnées des points M et M' pour lesquels on a 
(X' _ ay + [y- - by - )■« = 0, ix" - a)* -t (y" - by - r' = 0. 
Si on pose x"^=x' cl y" = y', il vient pour la tangente 
(3) [i-o_(.'_»)l. + (j_6-(j'-t)]'_(»i-a)- + (!,-6)'-r-. 
Après nvoir effectué les opérations, l'équaiion préeédente se réduit à 
(4) (« - «) (»■ - o) + (i/ - 4) (./ ~ 4) - r- _ 0. 
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fin reprcscntnnt par C les expressions ie' -f-i/'— i'^,[x — uY+(y — by — J'^, 
l'éqnalion de la (.ingénie en un point (x', y'), dans les dcnx cas, pciil se 
inetU'c sous la forme 

en \crtu des équations {1) et (5). 

89. Par un point extérieur (x', y') mener um tangente au cercle 
x^ -4- j,^ = r\ 

SoienI x", y" les eoordonnées inconnues du point de enntiict de la tan- 
gente clierehée; celk-ci est représentée par l'équation 
xx" + yy" := r^. 
Cnmme elle passe par le point (x', y'), on a la relation 
ix'x" -^-y'y" = r^; 
en eombinant celle équation avec x"^ -i- y"* = r^, on trouve, pouv les 
inconnues, 



^„ r'x'd=ry-i/x''-+-y" — r'' __ r'y' q= rx' j/x'^ + y" — r' 

x'-' + y'- ' ■ x'^-i-y'^ 

Lorsque le point est exiérieur x'^ -i-y'^'^r^, et il y a deux tangentes 
réelles ; elles sont imaginaires pour un point intérieur et elles coïncident 
si le point (x', y') appartient au cercle. 

100. Trouver l'équation des tangentes au cercle x^ -^ y"' — i'° = (J, 
menées par un point extérieur (a:', y'). 

Les coordonnées d'un point variable d'une droite qui passe par deux 
points du plan (x', y'), (x", y") sont données par 

_ mx" + nx- _ my" + ny' 



Substituons CCS expressions dans l'équation du cercle ; on aura 
(mx" -H nx'r + {r»y" + «yV — r^ {^n + »)' = « 

m'ix"'-t-tj"^-r'')-i-2mnix'x"-t-y'y"—'-'')-^^^ix'^-*-y'''—>-^)='^- 
Punr simplifier, posons 

- = >,, A = x'x" + i/'y"— !■=, 

C" = a"î + y"-' -- r% C = x'^ -H y'^ — r^ 
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l'équalion qui donne les valeurs de ), pour les points d'inlerscclion de 1» 
droite et du cercle devient 

(/() C"V -t- 2AÎ> + C = 0. 

Or, si la droite des points (se', y'), {x", y") est tangente au cercle, celte 
«Squation doit avoir des racines égales, et A' — C'C" = 0, c'est-à-dire, 
(x'x" + y'y" - r*)^ — (x'^ + y'^ - r^] {x"' -h y"^ — r') =- 0. 
En remplaçant x", if par les coordonnées x %Xy d'un point variable 
sur l'une des tangentes issnes du point (k'i/'), celles-ci seront données 
par l'équation 

(5) (ïx' ^ yy' - r^ ~ (x'^ + y'^ ~ r'] {x^ -^ y' - r=) = 0. 

Au moyen d'une transformation de coordonnées, on trouve pour les 
tangentes menées d'un point (x', y') au cercle 

l'équation 

(6) [(I - ») (=.' - .) + (j - (,) (j' - 1) - r>l' 

- [(«■ - ,.)■ + (,■ - (,)■ _ H] [{j - «)> + (j - 6)' - r'] _ 0. 
On peut medre ces équations sous une autre forme. Posons 

(x — x'y -h {y — y'Y = a;' + y* -H x"" -+- i/" — 1{xx' -t- yi/') 
= x' H- î;= — r' -\- x''' -t- )/"i — r' — 2 {xx' -v- yy' — f*). 
En désignant par C le premier membre de l'équation du cercle, et 
par C sa valeur pour a; = ic', y ^ y', on a 

^{xx' + yy' ~r') = {^ + a -{x~x'f- {y -yy. 
On aurait aussi 
%{x-a) {a/-«) -H {y~b} {y'-b) _ r^] = C -h C - (x-x'f - {y-y'Y, 
en supposant que C et C représentent les expressions (a; — a)'4-(*/ — bf~r*, 
(y — ay -j- {y' ■ — fi)^— !■'; les équations des tangentes (5) et (6) prennent 
la forme 

(7) [C 4- C - (X - xf - fo - i/'Jl' - 4CC' = 0. 

E:!. 1. Écrire l'éqiiatîou de la tangente an point (3, i) du cercle ï' -v- y' ■= 2a. 

R. SiT-Hit/ — 2B = 0. 

Ex. ». Quelle est la tangente eu point (H, 0) du cercle ;c> ^- y — 4r -i-2v - S^Oi' 

R. Z:>:-^V = Vi. 
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Eï. a. Trouver l'équation qui rcpréspute toutes les tangentes au ccrck- œ'-l-^' = i*. 
Suit y =:i«i-t- 6 une droite ; les abcîsscs des points où elle renconlio le cercle sont 
dclerminées par réquatinn 

(m' + I) œ' + 2m!ir ^b' — r'=^0. 
I,H droite est tangente an cercle, si les racines sont égales, c'est-à-dire, avec la coiidilion 
««■_(,,." + <)(l'-r.) = Oi 
d'où, d ^ r(/l -t- m'. L'équation cherchée sera 

Ex. «. Trouver l'iiquntion de la normale au point [x', y') du eci'cto {x — n)' 

R. (a: - a) (/ ~b)-i!/-bj {x' -a) = (\. 

Ex. S. Quelle est l'équation de la tangente en (3!',^') au cercle m'+y'+^^cy cos 8 = n''. 

R. xie' +yy' ~t-2 cos 8 {xy' -v- yx') = a*. 
Es. «. Si on désigne par 6' et 9" les angles que les rayons menés auï points (ir', y'} , 
{x", y") d'un cercle font avec l'axe des a', l'équation de la corde peut s'écrire 

et celle de la tangente au point {n', y'). 



Ex, 8, Trouver le lieu du point d'intersection des tangent 


PS menées aux extrémités 


d'une corde do longueur constante. 




Eï. s. Trouver le lieu des milieux Jes cordes parallèles à m 


me droite donnée. 


Ex. O. Trouver la condition pour que ta corde, interceptée 


par le cercle sur la droite 


ax-\-by--rC = fi, soit vue, d'un point {x', y'}, sous un angle 


: droit. 


Ex. «o. Même recherche pour le cercle 




a- + ;/2 ^. 2Ma, ^ 2JSï -1- P = 




lorsque le poiut {'J!',y,) est l'origine. 




Ex. «f . Trouver le lieu des milieux des cordes vues sous i 


un angle droit d'un poini 


Ex. la. Si, par un point fixe, on mène deux cordes rec 


itangiilaires, les tangentei 




t toujours inscrit dans ui 


autre cercle fixe. 




Ex. ta. Deux tangentes à un cercle étant fixes, si l'on mi 


■ne d'autres tangentes, lei 




tre, sous des angles égao! 



ou suppléments l'nn de l'autre. 

Ex. <d. Dans uu quadrilatère circonscrit à un cercle, les diagonali 
i|ui réunissent les points de contact des côtés opposés se coupent en un 
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Ex. ta. Dans un quadrilatèro iiii'consci-it à un ce 
centre du corule sont sur une même droite. 

Ex. IV. Quand un quadrilatère circonscrit ù ui 
l[b)e, les droites qui réunissent les points de conla 
tricc; des angles des diagonales; le [iroduit des di 
mités d'une menu; diagonale est égale au carre i\ 
centre du cercle circonscrit, celui du cercle ii 
diagonales sont en ligne droite. 

Ex. 1». Si, de chiic[ue point d'une droite, on m 
produit des tangentes trignnomé triques des demi-i 






l^s CL U 



mgenli 



;st en même temps inscrip- 
ites opposés sont les bissec- 

point de 



ne deux tangentes à un cercle, le 
igles qu'elles font avec ia droite est 



lîx. m. Par un point pris sur un diamètre AB d'un cercle, on mène une eorde, et 
nu joint ensuite ses Mtréinilés avec le point A; montrer que ces dernières lignes, vonl 
déterminer, sur la tangente en Jt, deux segments dont le rectangle est constant. 

Ex, le. On joint un point M d'une circonférence a deux points K et H pris à égale 
distance du centre sur un diamètre AB. Soient C et D les points de rencontre de 
MK et MH avec la courbe; menons la droite CD qu'on prolonge Jusqu'à sa rencontre 
en P avec le diamètre AU; montrer que la droite qui joint le point P au point N, 
exlrcmitc du diamètre qui passe par M, est tangente à la circonrcrenee. 

Ex. »•. Mener, entre deux diuites, une tangente à un cercle de telle manière qu'elle 
soit partagée en deux parties égales par le point de contact. 




- )■* = 0, 

=s d'uii|)oint(iuelcon{[uepilu plan, 
repiMiscnleunedroile qui, en général, 
n'est pas tangente an cercle. Or, on 
sait que, si {x", y") est le point de 
contnctd'une tangente issue du point 
{x', y'), on a la relation 



^y !/ 



= ». 



el, par (■.onsi-iiucnl, le point {a", . 
appartient à la droite P; ecllo-eî 
donc la coriiu des contacts des U 
fig. 11, génies an cercles;*-»- i/' — i-^=0,i 

nées par ie poini p {x',y'). Celte druilc P s'jip|iclle ,'ti polaire du poiti 
et ce dernier est le pôle de la droite P par rapport au cercle. 

En vertu de l'équation (P), In polaire evisle Innj'onrs, mcnic si 
point p est inlérioiir an cercle et les langcnles im.igin aires ; elle est ji 
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pend ici) laii'c à la di'oitfl O/i qui n pour équation x'y—y'x^O, et sa distimcc 
aiL eenlrc est — ==. On a donc la relation 

0«! . Op = r^, 
qui sert à eonsiruire géomé trique ment la polaire d'un point p : il snflit de 
mener Op, et de prendi-e un point m (cl que Ont ■ 0;i = i-^; la perpendi- 
culaire élevée en m à 0^ sera la polaire du point donné, 

102. La polaire d'un point quelconque q situé sur une ilroile P panne 
par le pôle p de relie droite. 

En effet, x", y" ctani les coordonnées du pdiiU q, la polaire coiTcspon- 
danle a pour équation 

(Q) XX" ^yy"-r'^(y; 

iiiaiâ, comme (x" , y") se trouve sur In droite 

(P) XX' + yy' - r= = 0, 

on a In relation 

x'x" +y'y" -r^ = 0; 
elle exprime que le poiiU {x', y') appartient à la droite Q, 

On peut dire aussi que toute droite P, qui passe par tin point </, a son 
pèle sur la polaire de ce point. 

II résulte, de celte propriété, que la polaire du point d'iiiterseclioii de 
deux droites P ei Q est la droite pq qui passe par leurs pôles. 

Ces principes doivent toujours cire présents i l'esprit lorsqii'on parle 
de pôles et de polaires. 

lOS. La polaire d'un point p est le lieu dn point p' karmoniquement 
conjugué par rapport aux points d'intersection M et M' du cercle avec 
une sécante variable issue du point p. 

Reprenons l'équation {k) qui donne les valcirrs de ï pour les points 
d'intersection M et M' du corde avec la droite passant par les points 
{x-, y'}, {x", y"), 

(/() C").^ -i-2AX-t-C'=0. 

Si on prend, pour [x", y"], le point // situé sur la droite 
(P) XX' + yy' - r' ^ 0, 
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on H la relation x'x" -+- ■ify" — r'^ = (i, <;!, [liir siiili^, A = 0. L't^iunliiin 
précédente doQne pour >. deux valeors égales et de signes contmires ; si 



sont les éqiintion) 



■elles des poinls M et M' seront de 



A, — ).A2 = 0, A, + 

p' est le point eonjngoé h; 



U.= 



:0, 




■monique de p relativement 
à M et M'. Cette propriélé pourrait 
servir de définition à Ja polaire d'un 
point par rapport à un cercle. 

Do là résulte une construction géomé- 
I N'iqiie de la polaire : on lire, par le 
nint donné p, deux sécantes qiieleon- 
nes pMM', ^NN'; on mène MN et M'N' 
ui se renconirent en g, ainsi que M'N 
I et MN' qui se coupent en f; la droite fg 
^'°' '"' est la polaire du point p. En eifel, on 

sait que dans un quadrilatère MJI'NX' la droite fg est la conjuguée har- 
monique de (fp par rapport à gM et gW; celte droite détermine, sur 
chaque sécante issue du point p, le quatrième point harmonique, et 
doit coïncider avec la polaire de ce point. 

104. Etant donnés deux points p et q avec leurs polaires P elQ par 
rapport à un cercle de centre 0, on mène pr et qs respectivement perpen- 
diculaires «Q et P; montrer ffuc~=^ — - ■ 
pr qs 

Soient (x', y'), (x", y") les coordonnées des points /; et 7; ou a, pour ks 
polaires, 

(P) xx' -1- yy' — r^ = 0, (Q) xx" 4- yy" — r^ =■ 0. 
La perpendiculaire abaissée du point q{x", y") sur la première a pour 
expression 

h y"y' — )-' _ J'x" -I- y'y" — )■ ' _ 



f/S = 



1 relation 

Op.q, 



Op 
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On Iroiivcra aussi l'acilemciit 

et, par suite, 

Op On 

0w-(7S = 0f/ ))r, ou — = 

' ' ' /;;• qs 

105. L'équotioLi (le la polaire d'un point (x', y') du plan relitlivcnient 
au cercle 

est la même que celle de la tarigcnlc, e'est-à-dit'e, 

(P) (I _„)(!' --„) + (j_t)(j'-!,)-,"_0. 
Eu vertu d'une transformation indiquée précédemment, si on désigne 
par C le premier membre de l'équation du cercle, et par C la valeur de C 
pour x = x' et y^^-y', l'équation de la polaire peut s'écrire 
(P) C + C'-(i-xr-(s-;/)'-0. 





Exercices. 


Eï. 1. Clicrclier 


l'cquMtion de la poliiire ilu point (3, 2) relotiveniciit 


(1. -!)'+[;/ -t- 2)'- 


-10 = 0. 




U. aj,^jr = 2. 


Ks, 8. Ti-ûuvei' 1 


pôle de la drailc A» -(- By -+- C = 0, par rapport 



Si on compare l'éiiuatioii Je ia droite avec t 
déduit ^ = -^, ^ = — t. a'où on tire, pour le pôle de la droil.' . 



Si la drnite passe par l'origiae, C = 0, et le p6le est à l'inûiii. Itécipioqui 
droite à l'infini C := aura pour pâle le centre du ccrcli^. 

Ex. 8. Étant donné un triangle abe, on construit les polaires A, B, C des 
on obtient ainsi un nouveau triangle a'b'&; moiilrcr que les droites aa', W, ce" st 
coupent en un inënie point. 

Les polaires des points a{v', y'), b{3/', y"\, e{a/", a'") ont pour éiiunllons 
A = aij' -H !/k' — r" = 0, B = xx" ■+■ yy" — r' = 0, C ^ J'ï'" -t- yy'" — »■= = 

Les dryitcs ou', 66', ce' sont représentées par des équations de la (orme 

K) B — iC^O, (66') C-M = 0, Kl A-vB = 0. 
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Désignons par/, m, n les trois valeurs différentes que prennent A, B, C, par la substi- 
tution des coordonnées accentuées qui ne s'y trouvent pas, c'est-ii-dire, posons : 

les équations précédentes peuvent s'écrifc 



Si on IcB multiplie respectivement par - , — et -, et si on ajoule, on obtient 0^0, 

les droites aa', bV el ce' sont coniionrantes. 

Dans le cas partieiiliep oii nie est inscrit au cercle, les polaires des sommets sont les 
tangentes on ces poinis, et les droites aa', bb', ce' sont celles qui joignent les sommeil 
d'un triangle circonseril avec les poinis de contact des cAtés opposés; on a donc ce théo' 
rème : Dans ioul triangle cireonscril à un cercle, les droites qui relient les sommets aux 
pointa de eontiiet des côtés tippnsés concourent en un même point. 

Es. a. Si on joint un point quelconque du cercle à qualre poinis fixes A, B, C, D de 
cette cnnrbe, on obtient un faisceau dont le rapport anbarraonique est constant. 

£x, &. Qualre tangentes fixes à un cercle sont rencontrées par une tangente variable 
en quatre poinis dont le rapport anharmonique est constant. 

Ex. a. Quand un quadrilatère est inscrit à un cercle, toute transversale rencontre 
deux couples de cfllés opposés et la circonférence en six points en involution. 

Ex. 1. On prend, sur un diamètre, deux po nt ju d v sent barmoniquement cette 
ligne ; nioii(rcr que les distances d'un po t quelconque Ju cercle à ces deux poinis ont 
leur rapport constant. 

Ex. S. Si on fait tourner une corde autour du po nt fixe, les distances de ses 
extrémités ù une droite fixe quelconque, d sees e p c vcmcnl par leurs dislances à 
la polaire du point fixe, forment une son me constante 

Ex. S. ïj de chaque point d'une dio te on mè c d ux tangentes à un cercle, les 
distances de ces tangentes à un point Txe quelconque d v sées par leurs dislances au 
pfilo de la droite, donnent une somme co U te 

Ex. to. Le rappoi l anbarmonique d quatre po Is c ligne droite est éj^al à celui 
du faisceau formé des polaires de ces po nt 

Ex. 11. Dans un quadrilatère ci rco se ta n cercle le point de rencontre des 
diagonales est le pôle de la droite qui i eu t le po ni ie concours des cotés opposés ; 
celle dernière droite cl les diagonales forment un triangle dont chaque sommet a pour 
polaire le eôlé opposé. 

Ex. IS. Dans un quadrilatère inscrit A un cercle, le point de concours des diagonales 
et ceux des cotés opposés sont les sommets d'un triangle dont eliaqne côté a pour pôle 
le sommet opposé. 
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Eï. IS. Soient a, j3, V les aoiiiiii 


lets d'un triangle et «', ^', -/ les d'aces, sut lus coliis 


opposés, des polaires des saniiue< 


s pur rapport à un eerele ; montrer que les ccreles 


décrits sur =.«', |3;î', yj^' comme dia 


inèlros se eoiipeut auv mêmes poinU. (II. Fsube.) 


Ex. 14. Si, du centre d'ii: 


n cercle circonscrit à un ti-ianglc, on abuisse des 


perpeiidieulaires sur les cales, 1 


la somme de ces trois perpendiculaires est égale à )a 


somme des rayons des cercles insi 


;ri( et circonscrit au tiianglc. 



§ 3. ÉQUATION DU CERCLE EN COOBDONNÉES THIASCULAIHIÎS. 

lOe. Soient Al, Bi, C| les coordonnées trianguhiircs du cciilrc d'un 
cei-cle de rayon r rapporté à un triangle «^, et M {A, D, C) un point 
varinble sur cette ligne ; l'iSquation du cercle sera (n" C7), 
(1) (A— A,)^sin2«-t-(B-]î,)'sin2p + (C — C0^sin27=2»-^sin«stnP5in'/. 
jîn développant, elle devient 

A^ sin 2k ■+■ It^ âiJi 2,^ + G^ «in 2-/ 

— 2 {AA, sin 2« + Hii, sin 2f3 -t- CC, sin 2y) 

■+- Al' sin 2« -I- B,' sin ^(i + C* sin 2^ — 2r« sin a sin |3 sin y = 0. 

Afin de rendre cette relation homogène, multiplions le second levmc par 

bA -t- 60 -4- rC _ 

~ 2S " ' ' 

cl le dernier par le carré de cette e^piession ; l'équation (Ji-éccdcnte peut 

s'écrire 

A^ sin 2^ -H B^ sin 2p + œ sin 2-/ + ^î^-^:^:^ ■ f (A , B, C) = 0, 
où r représente une certaine fonction homogène du premier degré en A, 
B, C. Posons : — â^H^' ^h C) = ''A -t- w'R -+- «'C ; l'équalion du cercle 

sera de la forme 

(2) A^^in2«-.-B^sin2p+C^sin2î'-(«A + f»)J + cC)(^'A^-w■B-i-»'C)=-0, 

ou bien, 

(3) A' (^in 2a -t- B^ sin 2|3 + C^ sin 2y 

- (A sin œ -t- B sin p -1- C sin -/) {IX + iiiB + nC) = 0. 
Dans ces équations, les coefficients /, m, u, l', m', u' sont des (onctions 
des coordonnées du centre et du rayon; un cercle sera complètement 
déterminé, si on connaît les valeurs de ces paramètres : car, on aura trois 
relations entre les inconnues Ai, Bi, Ci, r, qui suIHsent pour les calculer 
en y ajoutant l'équation — «Ai — 6Bi — cCi = 2S. 
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Les li-ois premiers termes de l'équation (2) sont indépendants du centre 
et du rayon ; ils auront la même valeni' pour tous les cercles possibles. 
Puisque l'équation est satisfaite, en posant 

A^ sin 2« -t- H* sin 2|3 + C^ siii 2-/ = 
«A-t-ftlS + cC = 0, 
on doit regarder In droite k l'infini, comme coupant un cercle quelconque 
en deux points nécessairement imaginaires, et déterminés par ces deux 
relations. Ces points s'appellent les points circttlaiyes de l'infini. Nous 
verrons plus tard qu'il est souvent avantageux de considérer le cercle, 
comme une courbe du second ordre passant par les points circulaires à 
r infini. 

107. Trouver l'équation du cercle circonscrit au triangle de référence. 
Si le cercle (3) passe par le sommet a, l'équation doit être satisfaite 
pour B =0 et C = 0; en introduisant ces 
valeurs, on a la condiiion 

D'où / = 2 cos X. Comme le cercle doit 
aussi passer par les au très sommets ^ et 7, 
on obtiendra deux nouvelles relations en 
posant successivement A ^0 et C = 0, 




B= Oct C=--0. Ou trouve 



■s i6, 



s y. 



Si on substitue aux cocflicicnis leurs valeurs, l'équation du cercle cir- 
conscrit sera 

A= sin 2x ■+■ B' sin 2(3 -+- C= sin 'iy 
— 2 (A sin a -t- B sin (3 -j- C sin y) (A cos a -i- B cos [B + C cos y) = 0, 
ou bien, après la multiplication cl les réductions, 

BC sin (^ -,- -/} + CA sin (y -t- «) -+- AB sin (« + S) = ; 
mais sin ((3 +y) = sin «, sin (y -^ a) = sin [5, sin(« -^ (5) = sin -/ ; on a 
donc linalenient 

(/..) BC sin c. -i- CA sin fi -t- Alî sin -/ = 0, 

ou 

(!>) aBC -\-bCX -h rAB = 0, 

en reiiiplaraut les sinus par les côtés opposés au irianglo de rércreiiee. 
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Au moyen d'une figure, ou trouvera fiioilement pour lus toordounécs 
(Ju centre 

Ai=rcosci, Bi=rcosp, C,=rcosy, 

r étant le rayon du cercle eirnouscnit ; de sorle que le centre sera le point 
d'intersection des droites 

_^ B _ C 

cos a COS P cos y 
L'équation (4) a une signification géométrique remarquable. 
Soit a^y un triangle, et A', B', G' les perpendiculaires Mp, Mç, Mr 
nbaissées d'un point Sf sur les côtés ; on a 

b'C siii qMr -+■ C'A' sin rMp ■+■ A'B' sin pJilq = 2 suri', j*(/)-, 

B'C, sin a + C'A' siu (i -h A'B' sin 7 = 2 surf, pqi: 

L'équalion (4) exprime donc que la surface du triangle jKjr csl nulle, et 

par conséquent, que les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point 

quelconque du cercle circonscrit sur les côtés du triangle sont en ligne 

droite. 

108. Chercher l'équalion du cercle conjugué au triangle de référence. 
Un triangle est dit conjugué à tin cercle, lorsque chaque sommet est le 
pôle du côté opposé. Si on pose dans(3)/ = m=^H = 0, il vient 

(6) A^ sin 2a: + B^ sin 2j3 -i- C sin ^y == 0, 

qui est l'équalion demandée. Pour le démontrer, cherchons l'équation de 
la tangente au cercle (fi) en un point (A', B', C). Une sécante qui passe par 
les points {A', B', C), (A", B", G") du cercle est représentée par l'équalion 
(A — A')(A-A")sin2a + (B— B'){B— B")sin2(3M-(C-G'}(G— C")sin2j' 

= A= sin 2« + B^ sin 2[3 + C^ sin 2 -/, 

qui s'abiiisseau premier degré, après la suppression des termes communs; 

de plus, elle est satisfaite par les coordonnées des deux points : car, on a 

A'= sin 2« -4- B'2 sin 2(5 -1- C'= sin 2^ = 0, 

A"^ sin 2a -t- B"* sin ïjS -h C"^ sin 2y = 0. 

Lorsque lii sécante devient tangente, A"^A', B" =■ B', C" = C, et on 

obtient 

(A — A')^ sin 2a -t- (B — B')^ sin 2f3 -1- (C — C')^ sin 2 7 
== A« sin 2« -H B= sin 2^ + C^ sin 2-/, 
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AA' siii '■27. -t- ISB' sin 2[3 + CC sin 2y = 0, 
jiour l'ctiiiation de la tangente au cercle (0) ; c'est, en même lemps, l'équa- 
Uon do la polaire du point (A', B', C) sllné d'une manière qnclcomiue 
dans !e plan. Si on suppose (iiie le point (A', B', C) coïncide avec le 
sommet y du triangle, on a A' = 0, B' = 0, et la polaire corpespondnnle 
est C = ; on verrait de même que les sommets p et a ont pour polaires 
les droites B = et A = 0. Le triiingle <le référenec est donc conjugué 
au cercle de l'équation (6). 

On sait que la perpendiculaire abaissée d'un point, sur la polaire cor- 
respondante, passe par le centre du cercle ; il en résulte que les équations 
du centre du cercle conjugué seront 

A cos a ^= B cos [3 = C cos y, 
qui représentent les perpendiculaires abaissées des sommcis sur les pétés 
opposés du triangle de référence, 

109. TrouKor l'équation du cercle qui passe par les milieux tien céfés 
du triangle de référence. 

Pour le milieu (l)du côté A, on a 

A = 0, Bsin(3 = Csin7; 
ces valeurs, substituées dans l'équation {!ï), donnent la condition 

2n sin |3 (B cos f3 + C cos ■/) = 2B sin (3 (aiB + nC) 
ou 

sin ■/ cos [3 -H sin [3 cos -/ = m sin y -t- h sin [3, 

en remplaçant B par — -r— ^ i il vient donc lin^ikment l'cquation 

On trouvera de mciiie au moyen des eooi'donnécs des milieux des aulres 
côtés 

sin [3 = H sin a -+- /sin-/, 
siny = l sin (3 + m sin «. 
On satisfait à ces équations en posant ; 

l = cos B, m = cos (3, n = cos y ; 

l'équaiion du cercle qui traverse les milieux des e6tés du Irliingle de réfé- 
rence sera 

(7) A^ sin 2k -i- B^ fin 2|3 -i- C^ sin 2-/ 

— (A sin K + B sin j3 -H C sin y) (A cos « + B cos j3 ■+- C cos y] = 0. 
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Ci; curcle passe [lac los poinU d'intersection du 
le cercle conjugué ; e;ir on a idenliqucinent 

2{Asmct-t- Bsinp + C sin y){X ans a. -t- B cos {3 + Ccosy) 
= A= sin 2a -t- li^ sin 2(3 + C^ sin 2y -4- 2 (iîC sin a -t- CA sin (5 -+- AR sin y) 
et l'équation {7) peut se mettre sous in forme 

(8) A^sin2a + B^sin2(3-HCâsin â-/ = 2(I3Csm« -i- CA sin[5 + ABsiir/); 
les coordonnées des points communs aux cei-cles rirconstrit et conjugué 
annuknt les deux membres de l'équation. 

Pour trouver les seconds points d'intersection du cercle (7) avec les 
côtés du triangle, posons <l'abortt A = 0, dans l'équation précédente; il 



B^ 



n 2S - 



■sPh 



■ C^ sin 2/ = 2BC sin a., 
y -ISC{sii)[3ros7 + cos^si 
fi-Cco,-/)=0. 



■/) = 0, 



y = 0. 



e'cst-à-dirc, 

(Bsinp-Csinv)(llc. 

Pour le milieu (1), on it 

A=0, Il sin 1-3 - 
cl, par conséquent, on aura pour le point (4), 

A -= 0, It cos [3 — C cos 7 = 
c'est donc le pied de la perpcndiculai 
côté A. Les points (S) et {6} auront la | 
même signification; il en réstilte que 
le cercle qui coupe en dense parties 
égales les côtés du triangle, passe par 
les pieds des perpendiculaires aux 
côtés, menées par les sommets opposés. 

De plus, le même cercle renferme 1 
aussi les points milieux (7), {8), (9), 
des longueurs Oy, Oj3 et Oa; car les 
pieds des perpendiculaires abaissées des si 
côtés opposés, sont les points (4), (6), (5) qui appartiennent au eercif, et 
celui-ci devra passer par les milieux (7) et (8) des côtés 0[3 et Oy; on 
verra de même qu'il passe par le point (9). Le cercle qui jouit de cette 
propriété s'appelle le cercle des neuf points du triangle a^y. 




mets du tirangle Opy sur les 
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110. TroHBer les condilions pour c/ve l'èqtialinn ltomo<]éiie du second 
degré 

Ik^ + (Jll^ -t- vC= + 2)/nC -I- 2^^'CA H- 2v'AU = 0, 
i-ei)résente un cercle. 

Dans l'équatiou (3), les Irois premiers termes sont indépcndimls des 
coordonnées du centre et du rayon, et ih doivenl élre les mêmes dans 
îes éc|ttalions de Ions ies cercles ; il en résuUc que si S = est l'qualion 
d'un cercle déterminé, 

S + (M -4- »Hli -+- î(C) (<iA -H bii -*- cC) =. 0, 
représentera un cercle quelconque. Prenons pour S le premier membre 
de l'équation du cercle circonscrit ; l'équation générale d'un cercle peut 

«lie -+- bCA + cAB -t- {tk -i- mB -+- hC) (bA -^ M! -i- cC} = 0. 
Cela étant, pour que l'équalion proposée représente un cerclej elle doit se 
ramener à la forme 

k («BC -H ACA -f cAB) -H ('— + ^ç -t- —^ («A m- 6B -+- cC) = 0. 

En développant et identifiant cette équation avec la proposée, on trouve 
les relations 



2ft' = /ri -t- V- — , 

a (i 

D'oii on tire, pour les conditions demandées, 

ou bien, en remplaçant les eôlés par les sinus des angles opposés, 

p. sin^ 7 -t- V sin^ (3 — 2X' sin [3 sin y ^= u sin^ a -t- X sin^ y — 9p.' sin a. sin y 



Es t. Quand un cerclées 
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L'équation du cercl 


e circonscrit est de la forme 




C (nB + b,\) ^- cAB = 0. 


La droite OB-1-6A 


= rencoElre le cercle cii deux pi 


comme cil. passe p.r 


le point d'inlersectiou de ces d 


tangeiilo nu cercle au 


point y. De même 




<:A + nC = 0, 




6C -t- cB == 0, 


seront les langeiiles o 


nxsommcls,3ct«.Sioiiéfrîl les i 


forme 






^^"• 




i^-^^ = o. 




ce 


il est visible qu'elles) 


'eiieoiitreril les câlfe o[>posi:s sur II 


Es. «. Trouver 


a h c 
l'equaticii de lu toiiaentc au 



équations des laiigeutes s 



i point (A„ B,, C) du cercle 
nl!C-l-fcCA + cAe = 0. 

On cerit pour l'équation d'une sécante 
o(B — B,)(C — Ca) + 'i(C — Ci)(A— A3) + e(A — A,](B~C5) = nBC + 6CA + cAI!. 
En posant Aa = A,, Bj = R,, Ca = C, et simpllfiaut, on arrive à l'équation 

A (cB, ^- fiCi) -I- B (ûC, + cA,| -t- C (6A, ■*■ oBi) = 0. 
Ex. 3. Quelle est l'équation de la sécante commune des cercles circonscrit cl conjugué? 
En vertu des équations de ces eereles, on a la relation 

A» sin 2a -H B' siii 2,3 + t= sin 2-,-i- 2 (RC sin a -t- CA sin ,3 -h Alt sin -,) = 0, 

(A sin B H- B sin ,3 + C sin ;) (A cos a ^- B cos ,3 + C cos •/) — 0, 
qui est satisfaite par les points communs; le premier facteur est constant, et, par consé- 
quent, l'équation demandée est 

Ex. 1. Trouver l'équation du cercle inscrit su triangle de référence. 
Exprimons que le Heu représente par l'équation 

Ik" ^- /iB" -H »C= -t- 2i'BC -+- 2/i'CA + Si/AB = 0, 
est (anf^onl aux câfcs du (riangle de référence. Posons A^O j il vionl 

/aR' + vC' + 2J'BC = 0, 
ijui donne deus droiles iisucs du point a et passant par les points de rencontre de A 
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avoe le lieu ; ar s[ A est uni; tangiiiile, les droites jiriicfideLitcs coïncîdtiit, et on doJ 
avoir )'* ^ jïï. On Irouvei-a égalemeiil/i" =:)>, ■j" = l/i. F.ii sulistilumit, l'equatloi 
du second degré devient 

>A' -h /<B' + vC ±: 2l//^BC dz 2 V/JTaC ± 2 l/ï^ AB = 0, 
Posons i = f, y. !=!)'', v^= h'; on peu! éci ire 

(m) /=y -+- a'R' -H A'C^ — SghBC - 2hfC.k — ^ftAli = 0, 

(w-) V/7Â+Ï/Vb+(/ÂC=0; 

car, en faisant disparaître les radicaux, on retombe sur l'ùqualion précédente. 
En vertu des «ondilions du N° 1 10, rôquntioii (hi) rppicsi'iito un cercle, ai on a 
aj -1- hh = ah -+- c/ = hf-^- ay. 



Ou en déduit 



IK/ 



l.'éiiuutioii liu cercle inscrit sera 

\/^. cosJ-Hl/ÏNcos^-^ï/CTcos| = 0. 

Eï, » Les cercles décrits sur les c8lës du triangle de référence comme diamètre; 
sont rcprésenlés par les équations 

iîi: = A (A cos :< — B cns p — C cos y). 

CA = B (B cos ,3 — C cos ■/ — A cos k) , 

AB = C (C cos ■/ — A cos a - B cos ^). 

Ex e. Trouver le centre du cercle des neuf points, ou le pâle de la droile à rinfiii 

par rapport à ce cercle; montrer qu'il coïncide avec le milieu de la droite qui joint I 

centre du cercle circonscrit avec le point de concours des liouteurs. 

Ex. ». Le rayon du cercle (les neuf points d'un triangle est la moitié du riijon d 
cercle ci remiser ït. 
Ex. 8. Montrer que l'ëqualiou 

BC - A' = 
dcfmit uu cercle langent aux côlës B et C du triangle de référence, A claiit lu cnid 
des contacts. Quelle est la signification géométrique de cetic cquûlion ? 

Ex. 9. Le lieu des points tels que, si l'on oliaisso de chacun d'eux des perpendicu 
laires sur les cfilés d'uu triangle, l'aire du triangle foiraé par les pieds de ces droile 
soit conslante. 

Ex. lo. Si l'on représente par 

A = 0, B = 0, C = n, u = /,A + w,\] -t- ,i,r. = « 
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ti qiiaJi'ilulnre, rw]niilicin 



représente an cercle circonscrit an qiiaji'îl 
île l'équation. 



§ 4. ÉQUATION DU CERCLE EN COORDON^ÉES TA^GEST[EI.1.ES. 

III. Étant donnée l'iSquation d'une droite mobile 

|(J7 -(- yy -+- 1 = 0, 
proposons -nous de (iélerminer In relalion qni doil exister enti'e les para- 
mètresM ctîj, pour que la droite reste tangente à un cercle de rayonr. Soit 

au + fit? -H 1 =0, 
l'équation du centre; la droite dans son mouvement doit rester à une 
distance constante r de ce point, cl, par conséquent, on doit avoir (ïï" 74) 

au + 6u + 1 



ou 

(1) {au -t-bv-^iy — r' («^ -^ v') = 0. 
C'est l'équation du eci-cle entre les coordonnées tangeniiclles u et v. 

Si on développe l'équatiou précédente, pour la comparer à l'cqualion 
générale du second dci^ré 

ku^ -t- 2B(!y -»- Cd^ h- 2D(i + 2E() + F = 0, 
on trouve, en égalant les coefiicienls des mêmes puissances, 

«'— f. -'=?. "--^ --=^. ^'-f • 

Par l'élimination des quantités a, b, r, il vient 

DE -— lïl-' = 0, }y ~ AF = E- — CF. 
Avec ces deux condilions, l'équatiou générale représenle un cercle dont 
les éléments sont : 



Dans lecasparliculier où l'origine des coordonnées est placée au centre, 
n = (j = et l'éiiualioii du cercle se réduit à 
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113. Trouver l'éqttalioii du point de contact d'une laiigente (it', v') au 
cercle r^ (u^-+-r*) — 1^0. 

Soil {u",n") une seconde tangente du cercle; réquntinn du point 
d'intersection de ces deux droites peut s'écrire 

.•■(»-«•)(«- t,"i +>••(»-''■) (»->'")-•■'(»■ -^ »■) - 1 • 

En effet, après la suppression des termes communs, la relation précé- 
dente est dii premier degré en m et v, et représente un point situé sur les 
tangentes, puisqu'elle est satisfaite pour w=^ m' elv=B',u^tt" clv^v", 
en tenant compte des relations, 

r*(«'^-t-tj'^) — 1 = 0, r^iu"^ -Hu"')— 1 =0. 

Supposons que la tangente (w", v") se rapproche de plus en plus de la 
première qui reste fisc; à la limite, lorsque les tangentes se confondent 
en une seule, leur point d'intersection devient le point de contact de 
la tangente (u',v')i de sorte qu'en posant «"=«',«" =r', i'cquation 
demandée scj'it 

r^u - uy + r^v-v'Y = r^a' -^v^)-i, 
ou, après les réduclions, 

113. Chercher VéquaHon du pôle de la droite {u' ,v') par rapport au 

cercle r^ (u^ -h u^) — 1 =0. 

Soient m", tî" les coordonnées d'une tangente à l'on des points où la 
droite (u',v') rencontre le cercle; l'équation de son point de contact est 

mais, comme ce point appartient à la droite donnée, la relation précé- 
dente est satisfaite pour u = «', ti = v', el, par suife, 
r^{u'u" ■^-v'v") — l =0. 
La droite {u",v") passe donc p;ir le point de l'équation 

et celle-ci représente, par conséquent, le point de concours des tangentes 
au cercle, qui ont la droite donnée pour corde des contacts, c'csl-à-dire, 
le pôle de cette droite, 
Ainsi, l'équalion 
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représenle le point de eonlact, si la droite («', o') touche le ca-cle, et te 
pôle de cette même droite, lorsqu'elle est située d'une manière quelconque 
dam le plan. 

fl.^. Si ré([uation du lierclc nst de fn forme 

on nvrivc à l'équation du point de eonlaet d'une tiingcnle (?(', v') en 
posant : 
(a'~>-')(»-..')(i.~«") + ('*->-")(»-«')(i'-»") + 2o6(..-»') (>.-»") 
= (au -i- bv -¥- if — r^ («^ + o^), 
pour l'équation du point de concours de deux tnngentes (u', v'}, (k", v"); 
si on suppose )(" = m' et v" •-— v', il vient, pour le point de conintt, 
(„. _ ,-.) (« _ „'). + (6^ _ r^} (v - vr -*- Soft {u - u') {V ~ V') 
= {au H- 6y + 1)* — r= (ii^ -t- u^). 
En développant et faisant usage de la relation 

(a^ — j-=) u'^ H- (6^ — r^) v'^ h- 2a6«'u' = — San' — 26lï' -- 1 , 
on obtient 

(4) {au -i-6m + l}(a»' -v- bv' -t- 1) — r=(!(M' -h to') = «■ 
Cette équation sera, en même temps, celle du pôle d'une droite quel- 
conque («', v') par rapport au cercle de l'équation (I). 

115. Supposons, plus généralement, qu'on rapporte un cercle de 
rayon rh trois points fixes du plan 

(a) U = 0, {(3) V = 0. (-/) W = 0. 
Soit l\ -1- mit -t- nC = l'cquation du centre, et A, B, C les coordonnées 
d'une tangente quelconque du cercle. Ou sait [IS" 81) que la distance r a 
pour expression 

;A -+- mB -1- hC 



les cooi-données. A, B, C étant liées par Sa relation (N" 77). 

joA,6B,cCp = 4S^; 
de sorte que, en rendant la première expression homogène, l'équation du 
cercle en coordonnées tangcnliellcs sera 

/..SV^A ^-)JlB + hC 



■V '- 



Hcy 
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ou bien, en posanl : 

2S/ _ 2Sm _ 2S/t _ 

r{l + m + n) " ' r{l+m + n)^"' ?■ (^ -4- m h- «) "' ' 

(B) ! «A, bu, cC j ^ = (U + ^wli + vC)^ 

Sous cette forme, l'cquiHion dueentre est ÏA -i- juB-t- vC =0, et Icriiyoi 
est égRl ù ■■■ ■■ — : car des relations précédentes on lire 



?..r / 



f/r 






2S ' f.-i- IJ. + V 

L'équaliod (S) est du second degré entre les coordonnées tangentielles; 
elle renferme trots pai-anièlres X, Lt, y qui se déterminent nu moyen des 
conditions géométriques auxquelles le cercle doit satisfaire. 

tie. Trouver Véqualion du cercle inscrit au triangle deréférence. 

Si le cercle (Ji) est tangent à la di-oite des points de référence a et (3, 
l'équalion doit être satisfaite pour At= etB = 0; dansectle hypothèse, 
on doit avoir 

c^C^^i/^C^ ou y = c; 

on trouvera de même que fA et J doivent avoir pour valeurs b et a. Si on 
remplace les paramètres X, fj-clv par «, b, c, les termes en A^, B*, C^ vont 
disparaître, et il viendra 

k{cosa + 1)BC -H ca (cos [3 -H 1) CA 4- «t(eos y -t- 1) AH = 0, 
ou 

1 1 î 

l{C-6eeos^~a -i- CA-cacos=-[3 -*- AB '«6 cos^-j- = 0. 

Si on représente par s le demi-périmètre du triangle de référence, 

l'équalion du cercle inscrit est de la forme 

(C) (s -ajBC -H (s — '-jCA + (s — c) AB = 0; 

2S 
le rayon a pour valeur — -r et l'équation du centre est 

aA + bB -\-cC.^.O. 
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llï, Trouver l'éqtiation du cercle conjugué au triangle de référence. 
Si l'équation (5) ne renferme que des termes en A^, B^, C?, f-X se rnmène 
il la forme 

{k) i,A^ + m,B=-t-n,C« = 0, 

elle représente un cercle conjugué au triangle a^y; car si on elierelic 
l'équation du point de contact d'une tangenle donnée on du (iiMe d'une 
droite (A', B', C), par la méthode si souvent employée, on trouve 
/,AA' + m,BB'-i-n,CC' = 0. 
Or, si la droite (A', B', C) coïncide nvec le coté «|3, on a A' == B' = 0, 
et, pour le pôle correspondant, niCC' = 0, c'est-à-dire, C==Oou \V=0; 
on verra de même que les sommets ]3 et k sont les pôles des côtés opposés 
et, par conséquent, le tfiangle est conjugué au cercle de l'équation {k). 

Cela étant, si on développe l'équation (S), les rectangles des coordonnées 
disparaissent de l'équation avec les conditions 

;j;u = — Ijc cos a, \-j = — eu cos fi, >■« =- — ub cos 7, 
d'où 

a^ cos |3 cos y a 6^ cos a. cos 7 c- cos a. cos JB 

eos« cos p ' cosï 

En substituant ces valeurs dans (3), le terme en A^ a pour expression 
,V.A ^ 'flt^\^„^x^ r cos«-^|;eos(^-Hy) + sin^siny] 1 <^ ^j^^^ 

cl l'équation cherchée sera de la forme 

— sinfisin ^ ■ ■ i!^sin«sinB = 

cosB ^"^ p sin 7 H- ^^^^ sina siny -t- ^^^ _^ sin «scn p , 

ou bien 

(7) A^ tang a -+- B^ lang [3 -t- C- tang 7 = 0. 





Exercices. 


.sua triangle. 


cîrïonscril à un cercle, les droites qui joignent k 


3 conlaDt descc 
, l'cqualioii du 1 


ités opposés se coupent en un même point, 
cerele inscrit -M triangle sous la forme 


C[(s- 


-/i)Il + (s-liîA] +-(s-f)AIt=0, 


•ëqunlioLi 




(. - ») B + ( 


.^6)A = 0, m, -?- -t--^=.0. 
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représente le [joint de contact du p.ôté a(3; les points 



Les droites qui joistieiit ces points aux sommets dn trianglG ont pour poinl 

¥.\. a. Trouver l'eqnation du cercle circonscrit su triangle de référence. 
Si, dans l'ë(|ua(îaD générale du second degré en coordonnées taugentiellcs 
)A' -H /.B' -h ïC -*- 2J'BC + 2/a'CA -t- 2/AB = 0, 

~~ ' ^B'-i-vC'-i-21'BC=0. 

Cette équation représente deus points situés sur jSy et appartenant aux tangentes du 
lieu de l'équation issues du point « ; mais, si ce dernier est sur la courbe, il n'y a plus 
qu'une tangente, et l'équation précédente donne deux points qui coïncident ; par suite, 
1'' =: /tu. En exprimant que les autres sommets sont sur la courbe, on trouvera aussi 
;i" ^ lu, ï''^l;j. Si l'on pose ).=:/', ^ = j=, ï^ A', l'équation du lieu passant par 
lE du triangle de référence sera de la forme 

f'k' -t- j'B' + h'C — -igliBC — 2/(/CA — a/jAB = 0, 

wiiilennnl que l'équation préccdcute représente un cercle. Four A = 0, 

K3B + »/ÂC=0, ou | = g 

lu côté fti et à la langenlû en « ; au moyen d'une figure, on 
int des perpendiculaires des points jîety sur cette tangente, 
g ..C fasinp _ 



On aura donc, pour l'équation du cercle circonscrit en coordonnées tangcntiellcs, 

^^ A ■ sin « -H t/5 . sin |3 -f- V/C ■ s in V = 0. 

Ex. a. Soit nie point de concours de deux tangentes à un cercle, et 1^,7, leurs 

points de contact. Si on rapporte le cercle au triangle a^/, son équation sera de la forme 

DCr-A..ai.'|. 
Quelle est la signification géométrique de cette éqnaiion? 
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CHAPIÏUK V. 

CERCLE, (si'iTEi, 
Propriétés d'an système de doux on de plnsiearg c 



SoiiHjiKE. — Si/slème de cereles ijui oui même séainle commune. De l'axe radical. — 
Centres de simililude de rfeiiJ; <:erctaK. — ■ Propriétés du système de trois cet-eles dans jm 
plan. Dacercle tangent à trois eereles donnés, 

I J. DE l'aXK llAlUC.il-. 

118. Cûnsitl lirons le système de eleus cercles représentés par les 

(I) (r^a,r + {,v-6,f-<V = 0, 
([lie nous écrirons, pour nbrégcr, 

(0) Co = '), (I) C,-=0. 

Les cx]iressinns Co et C| ont une sigiiiii cation géomélrique qu'iJ l'ntit 
indiquer. SiM(3;,f/}esluii point quelconque du plan, [x — «o)^-t-((/— 6o)'- 
cst le carré de la dislance de ce point au cenlre du cercle Co; mais cette 
dislance est l'hypolhénuse d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle 
droit sont le rayon et la tangente issue du point M. Donc le premier 
membre de l'équation Co = 0, c'est-à-dire (x — «o)* -t- (i/ — 6o)^^r', 
représente le carré de la tanfçentc menée d'un point M {a;, y) du plan au 
ecrele de l'équation. 

La puissance d'un point par rapport à un cercle est le produit des 
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segments délermînds sur une sécante issue de ce point. On sait (jiic ce 
produit est constant et égal au carre de In tangente menëe du même point 
au cercle; de sorte qu'on peut dire aussi que Co et C| repi^sentcnt la 
puissance d'un point M [x, y) par rapport aux cercles Co == 0, Ci ^^ 0. 

110. L'é(|uation générale des cercles qui passent par les points d'inter- 
section de Co et Cl est 

(s) Cu — XC, = 0, 

où X est un coefficient indéterminé; car elle est du second degré et de la 
forme de l'équalinn du cercle en coordonnées rectangulaires; de plus, les 
points communs à Co et C, ont des coordonnées qui annulent ces quantités 
et qui satisfont à l'équation. On en tire 

*'" — )■ 

C7~ '' 

et, par conséquent, pour chaque cercle (s), le rapport des puissances d'un 
point relativement à Co et Ci est constant. 
Dans le cas particulier où A =^ 1 , l'équation 
(a) Co — C, = 

est du premier degré en a; et y, et représente une droite qui jouît de la 
propriété d'être le lieu géométrique des points du plan d'égale puissance 
par rapport aux cercles Cq et Ci, et de passer par leurs points d'intersec- 
tion. On l'appelle axe radical ou sécante commune des deux cercles. 
Si on remplace, dans (a), Co et C, par leurs valeurs, on trouve 
2(h, — «oja'-t-aifc, — 6o).VH-fr = 0, 
en posant k = «o^ -+■ bo^ — a,^ — 6,^ — )V + l'i^ ; cette équation repré- 
sente une droite qui a pour cocfïieicnt angulaire — v - -- _ ^ ; elle est per- 
pendiculaire à la ligue des centres, c'est-à-dire à la droite qui joint les 
points («0, M) (">' ''■)■ 
. L'axe radical de deux cercles existe toujours, soit qu'ils se coupent en 
deux points réels ou en deux points imaginaires; dans le premier cas, 
c'est la droite qui joint les points réels d'intersection, et, dans le second, 
celle qui passe par les milieux des tangentes communes ; car les tangentes 
menées de ces points aux deux cercles étant égales, ces milieux ont mémo 
puissance et doivent appartenir h. l'axe radical. 

130. Tous les cercles de l'équation (s) passent par deux points iixes 
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du pi.in et oui mfime axe radica], celui des cercles Co et C(. Pour simplifier, 
prenons la droite des centres («o, 60), {«t, 61) pour skc des x, et l'axe 
radical pour axe des y; un cercle quelconque de la série sera représenté 
par l'ëqustion 

(s) if -\-{x — ).)^ — )- ^ 0, 

où 1 est l'abcisse du centre et r le rayon. St on développe, il vient 

(s) x'^f — llx + m'^a. 

en posant : m* =^î.^— )■* . La quantité m^ est la valeur du premier membre 
de réqiialinn pour x = 0, »/ =0, et représente le earré de l^i lougueur 
constante de la tangente me- 
née du point à l'un des cer- 
cles, c'est-à-dire la puissance 
de l'origine. Il faut donner le 
signe -+-à m' dans l'équation, 
si les cercles ne se rencontrent 
pas, et le signe — , s'ils se cou- 
pent en deux points réels; dons 
le premier cas, ï* — »■*> 0, et 
dans le second, 1^ — r' <^0. Si Fie. (s. 

A=±TO, on a r=0, et l'équation (s) donne deux points ou cercles infi- 
niment petits situés sur la ligne des centres niix distances de m de l'ori- 
gine. PoNCELËT a appelé ces deus points les cercles Umites du système : ils 
sont réels, si les cercles ne se rencontrent pas, et ils n'existent plus dans 
le cas contraire. 

131. Les polaires d'un point du plan par rapport à tous (es cercles de 
même axe radical passent par un point fixe. 

La polaire d'un point {x', y'), par rapport à un cercle iiiichonque du 
système, a pour équation 

y,./H-(x-i.){x'-/)~r^ = 0, 
on dicn, 

y/ -H a-a:' — A (a; -+- ^c') -t- m' = ; 
quel que soit /, la polaire passe par le point d'intersection des droites 
yy' -t- xx' -4- m' = et j; -t- a:' = 0. 
Ce point fixe, en vertu d'une propriété de la polaire, est réciproque du 
point donné; de sorte que toutes les polaires qui lui correspondent con- 
courent au point (i', y'). 
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Pour un point de la si^cnnle commune, on n x' = 0, et le point réci- 
proque se trouve aussi sur celte droite. 

Si on pose j' = et x' = m, l'i^qualion âc la poljiire devient 
a: -1- m = 0. 

Ainsi, tin point limite a pour polaire, par rapport à tous les cercles du 
système, une droite fixe perpendiculaire à la ligne des centres et passant 
par l'antre point limite; ces deux points divisent h.irmoniqucment les 
diamètres de tous les cercles. 

1S3. Si d'un point de l'axe radical on mène des tangentes aux cercles 
du système, leurs points de contact se trouvent sur une circonférence 
ayant pour rayon la longueur commune des tangentes, et pour centre le 
point choisi sur la sécante commune. Ce nouveau cercle est ortliogonal 
aux premiers, c'est-à-dire que les tangeiiles aux points d'intersection 
sont perpendiculaires; il passe par les points limites, car les distances du 
centre à ces points sont l>îs tangentes de ces cercles infiniment pelits. 
l'axe radical doit donc être regardé comme la ligne des centres d'une 
nouvelle série de cercles, orthogonale à la première, et ayant pour 
sécante commune la ligne des centres des cercles de la première série. 

l'éqiialion d'un cercle quelconque du second système sera de la 
forme 
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El. i. Quel est le lieu géométrique des réciproques des points de la droite des 

R. X ±111 = : deux droites parallèles à la sécante commune et pussaut pur les 
points limites. 

Ex. S. Trouver le lieu des réciproques do tous les poîuls de lu droite yr=px-}-b. 

il faut éliminer ^ entre les deux équations 

xx' ■+■ y (par' + b) -\- ?«' =0, ar -4- 1' = 0. 

On trouve x'-t-pxy — by — m'=0 qui représente une courbe du second degré. 
Lorsque la droite donnée passe par le point limité (m, o), on a pm-^b^^O et lu courbe 
se réduit aux droites 

j, + m = 0, j,-^py~m = 0, 
dont l'une est parallèle à l'axe radical et passe par le second point limite; l'autre est 
perpendicutaire s la droite donnée. 

Ex. 0, Trouvoi' l'équation des cercles orlhogonaus aux cereies donnés par les 

- • " "' ■ ■ =0, 

= 0. 



(11 


^H-J- 


— 2aoi — 2&0JI -t- 


P) 


ic*-l-S 


-a<.,^-2*.y-+- 




i'^- 


■-2,.-2>i,+ 



le cercle cherché. En exprimant que la somme des cari 
un point d'intersection de deux cercles orlhogonuu.i i 
des centres, on arrivera aux conditions 



n de a, j3, l'équation générale demandée set 
Ix' + y' + yx y | ^ 0. 



Ex. 7. Trouver le cercle orthogonal aux trois cercles suivants : 
x^-i-y' — ia„x — •ib^y -t- c„ = 0, 
a,î _l- ys _ 2aix — ih.y w- c, = 0, 



R. 



= 0. 



Ex. S. Étant donnés deux cercles, si par un point de l'ui 
l'autre, cette tangente est moyenne proportionnelle entre I 
double de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe l'i 
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Es. », D'iui pdiiiL M on mène trois droilcs piissant par lc5 sommets a, p.^-/ d'un 
triangle et coupant les edles opposés au\ points a' , f.' , -/. Le cercle orthogonal aux 
cercles décrits suf aa', jS,3',-// passe pur deux points fixes, quel que soit le point M. 

(rt. P.««E.) 

Ex. lO. Étant donnés deux cercles qui se coupent orlLogonalcraeTit, si l'on fait 
passer un cercle (lar leurs cenlres et leurs points d'interscelion, la somme des puis- 
sances d'un point de ce cercle par rapport aux cercles dounés est nulle. 



$1 2. CKMRES DE SIMILITUDE RE DEUX CËIICL.ES. 

198. Soîcnl el 1 ies centres do deu^ cercles. Si on prend pour axes 
des coordonnées les tangentes eoinmuncs, les cquaiions des cercles sont 
de la forme 



'5 + »- = 0, 

îlcnons par l'origine une 




sécanle )/ = ;j;c; elle ri'ocontre les cercles aux points r,r', R, R'. lin 
représentant par x cl y, X cl Y les coordonnées des points i- et R, 
on a les égalités 

'-=-. d'où - = -^. 

X X X y 

Posons 
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Si, diins rcqiiatiuii (1), oii i-umpliii^i; las vai-iiiblos x m y |i;if Ix. lij, on 
obtient 

).^(x- + y^ -t- ^xy cos 9) — Sa'Jic — M'mj + «'^ = 0, 

et, on premmt / =~, on retrouve l'équation du premier cercle, Pour les 

points r et il appnrtenant à la fois aux cercles et à la sécante issue dn 
point S, on a donc les relations 



_ [/X^ -1 - Y^ + 2XY eos __ SR _ 
[A* + y' + 2scî/ cos a S'' 



SA 



Le rapport — est constant quel que soit la direction de la sécante, et 

on peut eonslruire le second cercle au moyen du premier, en prenant, sur 

le prolongement de Sr, un point R tel que SR ^ ~ - Sr. Cette propriélé 

est celle qui caractérise la similitude de deux fij^ures. Le point de concours 
des tangentes communes S est appelé centre de similitude des deux cercles. 
Les points r et R qui appartiennent à des arcs de même sens sont dits 
homologues directs; deux points tels r et R' sont homologues itiverses. Il 
Taut attribuer la même signification aux droites homologues directes et aux 
droites homologues inverses. 

194. Les rayons qui aboutissent à deux points homologues directs 
sont parallèles; car si on mène les rayons aux points de contact des lan- 
genlcs, on n évidemment 

SU _ SA' ___ n _ SI 
s7 ~ SA ^ j-u ~" SU ' 
elles triangles OrS, IRS sont semblables. Réciproquement, si on mène 
deux rayons parallèles Or, IR, la droite qui joint les points r el R passe 
par le centre de similitude. Cette propriété permet de construire le 
point S sans faire usage des tangentes ; il suflit de mener par les centres 
et 1 des cercles deux rayons parallèles; la droite passant par leurs 
extrémités rencontre la Hgnc des centres an point S, 
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Si on rapportnit les deux cercles aiix tangentes intérieures, on verrait 
égnlcmcnt que leur point de concours S, jouit des mêmes propriétés que 
le points. C'est aussi un centre de similitude des deux cercles. Pour le 
construire, il faudrait tirer deux rayons parallèles et dirigés en sens 
opposé ; la tiroite qui réunit leurs extrémilés détermine sur la ligne des 
centres le point Sj. 

Celte construction des points S et S| nous montre que les centres de 
similitude de deux cercles existent toujours quelle que soit leur position 
dans le plan, qu'ils soient intérieurs ou extérieurs l'un à l'autre. Qunnd 
deux cercles se touclient, leur point de contact sera évidemment un 
centre de similitude. 

IS5, Les droite-s homologues directes soni parallèles tandis que tes 
droites homologues inverses eoncovrent sur l'axe radical. 

Prenons pour axes des coordonnées les sécantes SR et SP issues du 
point S ; posons Sp ^= p, Sp' = p', Sr = r et Sr' = r'. On a pp' = rr', 
cl l'équation du premier cercle est de la forme (N° 95) 
{0) x^ -t- y^ -1- 2xy cos ô — (p -t- p')x — {r -i- r')y -+- jt' ^= 0. 

Si on désigne par m le rapport de similitude, SP = mp, SP' i= vtp', 
SR = )»?•, SR' = mr'; et le second cercle aura pour équation 
(1) x^ -i-if -\-ix^cosB~mip -^-p')x~m{r-t- r')y -^ mh-r' = 0. 

L'axe radical des deux cercles est représenté par 

(p + p') x + {r-\- r'] y — rr' (1 -h m) = 0. 



D'ailli'iirs 


les diltérentes droit 


es homologues de la 


iquatinns 






[rp] 




(->■) ^-^ 


(RP) 


^*A_l, 


("''") ^' 



nip mr mp mr 

Il est visible que les droites homologues directes rp et RP ninsi que 
r'p' et R'P' sont parallèles; d'un autre c6té, si on ajoute membre à membre 
les équations (rp) et {R'P'), [r'p') et (RP), on trouve 



(r?)-(^^)-' 
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el, par conséquent, lus points d'intersection des droites homologues 
inverses se trouvent sur l'axe radical, 

196. Trouver les coonJonnées des centres de similitude des cercles 
Cû = 0, C, = 0. 
Soient 

A» = a„M + 6„n -4- 1 = 0, A, = a.M h- bii) -t- 1 = 0, 
les équations des centres des cercles donnés; ceos-ci seront représentés par 

A.' - r," (.<■ * .•) - 0, A,' - >•,• («• + .') _ 0, 
dans lesquelles u et v sont tes coordonnées d'une tangente quelconque. 
En retranchant CCS équations membre à membre après les avoir divisées 
respectivement par r„^ el r,', on obtient 

Celle relation est satisfaite par les valeurs de « et v qui correspondent 
aux tangentes communes, et, par suite, les équations 

w ^-^-». '^-!^~». 

représentent les points de concours de ces tangentes ou les centres de 
similitude des deux cercles. La première donne ie point que nous avons 
appelé jusqu'ici S, el dont les coordonnées rectangulaires sont : 



la seconde pepr^sent« le point de concours des tangentes intérieure 
les coordonnées rectangulaires de ce point sont 

a.r,-t-a,r„ b„r,-i-b,r^ 



La forme des équations (a) met en évidence cette propriété des centres 
de similitude de diviser harmoniqucment la distance des centres des 
cercles. 
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lîï. Trouva- les é<iuattons des tangentes communes anx cercles 
Co = Oet C, =0. 

Les tangentes menées d'un point exlértoup (x', y') au cercle C,, ont pour 
équation 

[[X - «„) {X- - a,) -H (y - /-„) Cv' ~ 6„) ~ r,'Y 

- [(^ - %y + (y- K? - U'-] [(X' - a„)^ -*- (./' ~ 6,)^ - .-,^1 = 0. 

Pour obtenir les tangentes communes extérieures, il suffît de remplacer 

x' et y' par les coordonnées du point S; après quelques réductions, on 

trouve 

[(» - «.) («. - «,) + (y - '.) ('.^ »,) - <■. (>•■ - >:)]• 

- [(i - ..)• + (j, - l.)> - r.'] [Od ' - (r, - .■.)•] _ 0, 
ou 0) représente ]a distance des centres. On peut transformer cette équa- 
tion, en remarquant que l'expression renfermée dans la première paren- 
thèse est égale à 

En substituant, l'équation des tangentes extérieures est de la forme 
j C, - C„ ~ [ÏÏT' - (r, - r,Y]\-' ~ 4C„ [OÎ' - (r, - r^f] = 0. 

1*8. Trouver les Équations des polaires des centres de similitude rela- 
livement aux cercles C„ = 0, Ci =0. 

La polaire d'un point (x', y') relativement au cercle C a pour équation 

{X - «„) {X' - «„) + {y- 6„) (y' - b,) ^ r.' = 0. 
Pour obtenir la polaire du point S par rapport au même cercle, ii faut 
poser 

, «ofi — a\ro , 'fort — feiCo 

ri — *■« ' i-i — l'o 

Après la substitution, on obtient 
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OIT, en vertu d'one traiisformntion indiqucc au numéro précédent, 

C, — Cn — [Ôï^ — (!■, — 7-„)^] -= 0. 

Pour la polaire du même point reliilivement <iu cercle Ci, on aurait 

ou bien, 

C, — Co + [OÎ' — (n ~ r^Y] = 0. 

Enfin, en répétant le même calcul pour le centre de similitude Si, on 

trouverait pour les polaires de ce point relativement aux cercles G, et Ci, 

Cl — Co — [Ôl' — (co -+- r,)'] = 0, 

Ci — Co -t- [oî' ~ (ro -1- r,Y] = 0. 

On déterminerait les coordonnées des points de eontaet des langenles 
extérieures et intérieures, en combinant ces équations avec celles des 
cercles Co et Ci, 



§ 3. SYSTÈME Dl; TllOIS CEHCLRS. — I>U CEUCI.E TAMJE 
CERCLES DONNÉS, 



139. Considérons, dans un plan, trois cercles représentés par 



dont les centres sont les points (flo, b^), [a,, h,), {ch, h,), et les rayons l'u, r,, 
l'ï. Les sécantes communes des cercles pris deux à deiij; ont pour équations 

Co"Ci — 0, C, — Cs^O, Ci — Co^O. 
el, par conséquent, elles se coupent en un même point appelé centre 
radical des cercles donnés. En vertu de la signification des quantités 
Co, Cl, Ci, ce point jouit de la propriété, que les tangentes aux cercles 
issues de ec point ont même longueur. Le centre radical est ainsi le 
centre d'un cercle orthogonal aux trois autres el dont le rayon est la 
longueur commune des tangentes. Deux des trois équiitions précédentes, 
par exemple, 

Cl — C, = 0, Cs — Co=-0, 
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serviront ii calculer le centre du cei'cle crtljogonal; le rayon s'nblteniini 
en subslitiianl les valeurs trouvées pour x et y, dans l'une des expressions 
Cb, C, Cs. 

130, £es centres de similitude de trois cercles sont situés trois à Crois 
sur quatre droites. 

D'après leN'iaG, les points de concours des langentes extérieures sont 
représentés par les équations 

A,. A, A. An A" Ac 

et les points d'intersection des tangentes intérieures par 

(4) ^" + J^-0, (li) ^ + ^-0, (6) ^H-i"=.0. 

La forme Je ces équations indique que les trois premiers points sont en 
ligne droite, ainsi que deux des trois autres avec l'un des points (1), (2), 
(3). Les coordonnées rectangulaires des six centres de similitude se cal- 
culent facilement au moyen des relations précédentes. Les droites sur 
lesquelles se trouvent ces points sont \cs axes de similitude des cercles 
donnés; celle qui joint les points (d), (2), (3) s'appelle axe nxtérievr de 
similitude. Ces points et ces droites existent toujours, quelle que soit la 
position relative des cercles Co, Ci, Cs. 

Il résulte de ce théorème que, si un cercle S =^ touche les deux 
cercles Cd=0 et C,=0, les points de contact sont en ligne droite 
avec on centre de similitude de C, et C^ ; car ces points de contact sont 
deux centres de similitude des trois cercles S, Cj et C,. 

131. Trouver l'équitiion de l'axe extérieur de similitude- 

Il suffit de chercher l'équation de la droite qui joint les points {!) et (3) 
du numéro précédent. Les coordonnées rectangulaires de ces deux centres 
de similitude sont 

(1) ^= -';. - _: - " -' y = "', - ." _ ,.° ' ' 
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et ['équation de l'axe extérieur du similitude pcui se nicltre soirs lit forme 

(7) [n{h - 6.) -*- r, {6. — 6,) -1- r,(6, — h^)]x 
— [i-o(ai — a,) ■*- r, (a» - os) + Mat — «<,)])/ 

-H ?o(a,6s — a.6i) -4- I-, («A — flsfiî) + )■= {aj„ - a A) = 0. 
On IroQverait de la même manière les équations Ae.s nôtres axes de 
similitude. 

133. Déterminer te pôle de l'axe extérieur de simililude. 
Nous avons trouvé (N" 128) pour la polaire du centre extérieur de simi- 
litude des cercles C,, et C, par rapport au premier, l'éqnaîion 

(8) C, -C„-[ôi^-K -r„)=] = 0. 

De môme, In polaire du centre extérieur de simililodc des cercles C„ et 
C, relativement à C^ sera 

(9) C, - C„ - [ol^ -(;-,- r^fJ-0. 

où 02 est la distance des centres de C^ et C,. Les droites (8) et (9) doivent 
passer par le point demandé; en résolvant les équations par rapport à a: et 
y, on aura les coordonnées reclangoiaires du pôle de l'axe extérieur de 
similitude des trois cercles par rapport à C^. 

133. Nous allons terminer l'élude du cercle par la resolution d'un 
problème iiilércssant et qui a déjà reçu plusieurs solutions. Ce pro- 
blème consiste à détermin 

Soient 0, 1, 2 les ccn- 

C„ = 0, C, = 0, Cj—O; 
a; et y les coordonnées du I 
centre du cercle inc 
et r son rayon. On expri- I 
raera qu'il est tangent inié- 
ricurement ou extérieure- 
ment à l'un des cercles pro- 
posés, en égalant la dislance des centres à li 
des rayons. Ce qui conduira aux égalités suivi 

[x~a,y + {y-K)'^(r^r,r-, 
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ou bien 

C, H- .■.■ = (.-± >•,)■, 

C, + r,'=(r±.-,)'. 

La combinaison des signes donne Uei] à huit solutions distinctes ; mais 
le nombre des solutions réelles dépendra de la position respective des 
cercles donnds. Quand ils sont extérieurs l'un à l'autre, on a : 1° Deux 
cereles dont l'un touche les trois cercles donnes intérieurement et l'autre 
extérieurement; 2" Trois cercles ayant des contacts extérieurs avec deux 
des cercles donnés, et un contact intérieur avec le troisième; 5° Trois 
cercles ayant deux contacts intérieurs et un contact extérieur avec les 
cercles proposés. 

Dans chaque cas, on pourra toujours écrire trois équations de la 
forme (a), en ayant soin de donner aux rayons r,, r^, r^ des signes con- 
venables. Par exemple, pour les deux cercles qui touchent les autres, 
l'un intérieurement, l'aulrc extérieurement, on aurait les égalités 
(10) C„ + )■/=(!■ -4- j-or, C,+r/ = (r+r,)% Cj + n^=(r ^-r,)^; 
(10') C,-t-V= {»—'■»)'- C, + r,' = {r-r,)% C,-t- ,;'-^{r^r,y. 

Les relations (a) renferment donc ta solution analytique du problème; 
il faudrait résoudre ces trois équations par rapport aux inconnues x, y et 
r, pour obtenir tous les éléments d'un cercle qui répond à la question. 

134. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, d'indiquer un moyen 
de décrire un cercle tangent à trois cercles donnés sans résoudre les équa- 
tions (a). D'abord, si on retranche les équations (10) membre à membre, 
on obtient 

G, —C, = 2r(i-, — r,), 
(i\) C= — C„ = 2r(r, — rj, 

C„ — C, =2i-(ro— r,). 
En multipliant respectivement ces dernières par r,,, n, )'î, et en ajou- 
tant ensuite, la somme des seconds membres est nulle; on a donc l'équation 
(12) (-«(C, — Cî) -i- n (Cî — Co) + rs (Co — Cl) = 0. 
Les coordonnées a' et ?/ du centre du cercle cherché doivent satisfaire 
aux relations (H) et (12} qui découlent des équations (10). Mais si on 
remarque que les diffcrciices Ci — Cj, C» — Co, Co — d sont du premier 
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degré en x et y, et qu'elles représentent les premiers membres des équa- 
tions des sécantes communes, l'équation (12) est celle d'une droite qui 
passe par le centre radical. De plus, elle ne change pas si on écrit — r^, 
— n, — ra au lien de Te, r,, i-j : cette droite renferine les centres des 
cercles tangents exléricurement et intérieurement aux cercles Co, Ci, Ca. 
Le coefficient angulaire delà droite (12) a pour expression 
rniai — fti) -<- ri (au —«a) -t- r^(ai — an) 
r«(6, _ (,,) -^ n (60 — 6.) -+- r, (61 ^ h) ' 
tandis que celui de l'axe cxlérieur de similitude est (K" 151} 
ro (6, - 6,) + r, ib„ — fta) -^ r, (61 - M 
>"o(oa — «0 ■+■ ri{aa — as) ^^- rs{a, — «o) 
La droite représentée par l'équation (12) est donc perpendiculaire à 
l'axe extérieur de similitude. Si on étend cette conclusion aux autres axes, 
on a la proposition suivante : 

Les centres des huit cercles tangents à trois cercles donnés sont sitvés 
deux à deux sur les perpendiculaires abaissées du centre radical sur les 
axes de similitude. 

135. Considérons spécialement le cercle qui touche intérieurement les 
trois autres et dont le centre est s (ic, y). 

Soient {j:' y') les coordonnées de son pointde contact avec Co ; ce point 
divise la distance sO en deux segments égaux à r^ et )■, et, par suite, 

, rnX ■+■ )■«(, , j-uj/ -+- rba 

d'où 

(r -i- fd) x' — rao (1-+ ra)y' — rbg 

Ces dernières valeurs doivent satisfaire aux équations (■! 1 ). Remarquons 
que la substitution des expressions précédentes, dans une fonction de la 
forme ax -^ hy -h c, donne pour résultat 

{ax' ■+■ bij' -+-(.■) (hho -4- bbc ■+■ c), 

c'est-à-dire, qu'il faut multiplier par • ~ la valeur du polynâme pour 
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de y dans les deux ■ 



__J (CV - C\) - - (" 'V - 01 ^ + ,V) == 2K'-o - rO, 

où C'o, C',, C'a sont les valeurs de Co, d, C3 quand on remplace x et 

par x' et y'. En simplifiant et supprimant les aceents, on olnient de 

équRtions de la forme 

r, — C„ r 
(15) =— ^ '- = 0, 

C, — Cq r _ 

qui rcpi'iisentenl deux droites passant par ie point de cimtacl (x', ?/'). 

Comparons ees équations avee celles qui détenniiirnt le pôle de l'a 
cxlérieui' de similitude (N" J32), et qu'on peut eerire 

r. — r. c, — Co 



La sonstraetion de ees deux éftalilés conduit à une nouvelle équation 

représentant une droîlc qui passe pav le centre radical et le pôle de l'axe 

extérieur de similitude ; car on a 

r r r. ^^ r. 

= 0. 



02 —{i\ — rj' 01 ~(r, 

D'un aulrc côté, si on retranche (13) et {14) membre h membre, on 
retrouve la même équation ; il en serait encore ainsi, lorsqu'on remplace 
'"o! '■'i ""aj !'"'■ — ''o' — ""lî — '"'• ïl "" résulle que la droite qui joint le 
centre radical avec le pôle de l'axe extérieur de similitude par pa|ipoi't 
à Cfl, passe par les points de contact de ce cercle avec ceux qui touchent 
les trois autres intérieurement et extérieurement. 

En généralisant ce résnilal, on a que les droites <jiii passent pur le centre 
des sécantes communes et les pôles d'un même axe de similitude, par rap- 
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■jioft à chacun des cercles donnés, rencontre itl ceux-ci i;n six points qui 
sont les points <U contact de deux cercles tangents à Co, Ci, Cj, 

Ainsi pour dûcrire le cercle qui Couche les trois cercles dotinds ijilérieu- 
remcnl, il faiU dtStcrmiDer les pôles pj, J)î, ps de l'nxe exlérieur de simili- 
tude relativement eus trois eereles. Si est le centre radical, les droites 
0/)i, Ofi, 0/)s rencontrent les eereles in lépieii rement en trois points qui 
sont les points de contact. On abaisse ensuite une perpendicnlaire du 
point sur l'axe de similitude; la ligne qui joint le cenlre d'un cercle 
avec son point de contact diSlerminera, par sa rencontre avec la perpen- 
diculaire, le centre du cercle cherehéC). 



(t) L c solut a I que fsi (loniico par O. Hisse dans un oiiuscule inllLulé : 
] le g ous d n aljllsclieii Géométrie Jer geradca Linie des Punliiea «nii des 
K e aes I e pz g 1865 I c cercle qui touche trois eereles donnes jouît de iiomlireuscs 
pop êtes ïo PoNctLtT Truite dea pi'oprtélÀs projeelimi des figures, Vomc \, \M. 
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ciiapitkl: vi. 



COURBES DU SECOND ORDRE, 



Ëqnatton g;énéralo da second degré en coordonnées cartésiennes. 



SoMMsiBE. — Des lignes leprisentècs piii' Véquiiliun g-^némle du second degré. Identilé 
des courbes (la secund ordi-e avee Us sichoits cnaïques — Centre, diniiiBlrut et aies 
des ligne» du second ordre. ~ De la laiigciitc el dp lu /lolairc, — Simplification de 
l'èquadon générnte. 

,^ 1 . DISCUSSION DE l'Équation gënëralë du srco.nd DKGitit. sucteons 

COMQUES ASSUJETTIES A CERTAINES CONDITIONS. 

lao, L'i'iiiiiiliuii la jiliis gonoivile du sctond degii; en x et !/ est du 
In Curiiie 

(I) kif >F aiSry -t- Cx^ -t- W;j -i- aiîx H- F = 0, 

dans laquelle A, It, (], D, E, I' sent des cocHîcicnts posilifs ou négnlifs; 
diins ie» ciis jiarlieuliei's, plusieurs de ces coefticïeiils peuvent être nuls; 
mais, iioiir que l'équiiiioii soii du second degré, l'un des trois premiers 
doit toujours être différent de zéro. Résolvons l'équation par rapport 
à y; il viendra 

(3) y :;=-, "^ "1" '! ± -(/(11- — AC) j:^ + 2 (lil) — \\L)x + U^ — AF. 

Si le eueffîeient A n'est pas nul, un peut poser ; 

„i^_ , t = __., R=-l/(li= — AC)x^+2(l)U — AE)j- + l)*~Al'i 
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et la valeur de l'oj'clonnée y devient 

(ô) 5 _,»!+(, ±11. 



Menons danç le plan deux a 
droite D reprcscnfée jiur 

(0) 



;nn([nes OX, OY, et eonslriiisons la 



-6. 



D'après requalinn (3), les points de la courbe s'obtienneni en augmen- 
tant et en diminuant l'ordonnée de la droite D,de la valeur de l'expression 
It pour l'abcisse correspondante ; ils se trouvent donc, deux à deux, sur 
des parallèles à OY, de chaque côté et à égale distance de la droite D, qui 
jouira de la propriété de passer par les milieux d'une série de cordes 
parallèles. Celte ligne D est nommée diamètre de In courbe. 

La forme du lieu représente par l'équation (I ) dépend de la quantité R ; 
pour l'obtenir, il faut déterminer les valeurs de x qui rendent le radical 
réel ; car, pour ces abeisscs, les ordonnées fournies par l'équation (5) sont 
réelles, et les points correspondants du lieu existent. On y parvient 
par la W'gle suivante : lorsqu'un polynôme du second degré de la forme 
ax^ -i-bx -t- c, égalé h zéro, donne des racines égales ou imaginaii'es, il 
consciTC le même signe que le coefficient de x^, quel que soit a: ; il en est 
encore ainsi, quand les racines sont réelles et différenics, excepté pour les 
valeurs de a; comprises entre les deux racines. Posons A = B^ — AC ; il ya 
lieu, dans la discussion de l'équation (3), de distinguer trois cas, suivant 
que A ou le coefficient de x^ dans le trinôme sous le radical est ncgntif, 
positif ou nul. 



laj, Pfcmier cas .- A<0. Soient :>;' et a; 
radical égalé h zéro ; en mettant le sigt 
négatif de Aen évidence, on peut C' 

Ii = ||/- A{x-x'}{x^x"}. 

Si les racines 
inégales, il n'y 

compris entre x' et x" qui, substitués 
îix, donneront un radical réel. Prenons 
OP' = x', et OP" =x" ; les points di 



incs rlu li'inôm 



:"sont réelles et 
e les nombres 




trouver dans la 



portion du plan située entre les parallèles à OY, menées par les points P' 



y Google 



„ ici — 

clV". U'iiillcuî'sy ni! peut pas lieviiiiir infini piiui' une valeur de x com- 
|)risc eulre x' et x", ut In courbe de l'éiiuntion (3) sera nëccssai rement 
fermée, comme le montre la figure. 

Les deux points du diamètre A' et A" appartiennent à la courbe; car, 
pour x^x' etx = x". Il = 0, et l'ordonnée de la courbe (3) ae réduit ti 
l'ordonnée du diamètre. Quand l'abeisse x varie de x' à a;", R, qui est nul 
au point A', augmente d'abord pour diminuer ensuite et reprendre la 
valeur au point A"; entre ces limites, il existe une valeur de a: <jui 
donne à It sa plus grande valeur^ et à laquelle correspondent les points 
M et M' de la courbe les plus éloignés du diamètre. Pour déterminer cette 
abeissc, écrivons 

i 



li^-=^l^A{x~x'){œ"-x). 

La quaulité R est muximum avec le produit (x — x')(x"—x'); mais, dans 
ce dci nier, la somme des facteurs est constante et égale à x" —x'; sa va- 
leur est maximum, lorsque les facteurs sont égaux. Posons x—x'^x" — x; 

on en tire, a = — - — : c'est l'abscisse du milieu I deP'P", En substituant 

'Vâ: 




elle représente un point réel situé sur le diamètre, et dont l'abeisse est 
ic = a;' : seule valeur qui puisse faire disparaître le radical imaginaire de 
réquationi. 

Ëniin, si les racines x' et x" sont imaginaires, il n'existe aucun nombre 
réel qui puisse rendre la quantité sous le radical positive ; l'ordonnée ij est 
imaginaii-e et la courbe n'existe plus. 

La ligne du second ordre qui répond à ce premier cas s'appelle ellipsi:; 
elle est caractérisée par la relation : B^ — AC <0. 

£x. t. Que re^iréseutcnt Jus équations 

(il V - ixij-i-'2x' — % — âi + !) = 0. 

(-2) ly' — 2xy + il" + 2y — liœ -t- lô = 0, 

(3) y - a^y H- 2a.' - 2y - 2^ ^■b = i)? 
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Des ellipses i pour ces tiquatitins, B' ^ AC < 0. La pi-rmicre ruprciscnle une pllipsn 
réelle comprise eulre les parallèles ic^i = 0, œ — S=;0; le diamètre est j = 531-1-) 
eL, pour x^3, It prend sa valeur inaxiniiim {. L'équntinii (2) repriîsente le point (3, i) 
du diinnètre y = a; — ! ; enfin, l'ellipse de l'équation (3) est imaginaire. 

Ex. «. Indiquer la position des courbes reproseutëes par les équations siiivaiiles : 

(1) !/5 — Sœiy-t-â*' — 2y-3j^ + 7 = 0, 

(2) y^ ■+■ 2x1/ ■+■ IOj' - !)j! = 0, 

(3) 2i:'-t-%'^H. 

H 
parallèles x — 3 = 0, œ —2=0; l'équation Jii diamèU-e est </=»-+- 1 ; pour 3: = -. 



R est m^xïvmuTi et égal à - - L'ellipsn .le l'éqiiafioii (2) passe p 
à la parallèle a- — 1 = ; le diamètre est y = -~x. Et R est 
L'équation (31 représente une ellipse symétrique par rapport ai 
El. 8. Que représente l'équation 

dJ!» + b</ H- px ■+■ q<i -H î- = 0, 

lorsque n et û sont de même signe? 

Une ellipse dont le diamètre esÈ parallèle aus ïi si ii = !i, i 
cerele ; ou doit donc regarder le cercle comme un cas particulii 

l!x. 4. Quelle est la condition pour qne les équations 



le et se 



représentent dos ellipses? 

Il faut que le cocriicicnl a soit positif. 

13S. D'iiixihne cas: A > 0. Supposons que Ins racin 
nèmc SOKS le radical égalii il 
zéro soient réelles et difFe- 
rentes; on aura 

R = - ^^{%-x-){x^x''}. 

Les valeurs de a: comprises 
eiilre x' et a^' rendent R ima- 
ginaire ainsi que l'ordonnée 
y de réqiitition (3), Prenons 
OP'=x'ctOP"==x"; il n'y 
aiii'.i aucun poini du licti dans la partie du plan intcrceiitée par 1 
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= 0. M<iis,qLi! 



)D , R est loiijoui's l'cel et augmente indëfin 



ou depuis X' jusqu'à i*j , n csi miguuia rtui tt augiiifiiii; 111111:11111 lui: 

avec X. La courbe se composera de deux branches dislinctcs pariaut à 



oints A et A' et s'éloig 
Si les racines sont ég.ili 




rie depuis x" jusqu'il -i- ot 
ugmenle indërmimi 
distinctes parlant i 
sens du diamètre. 



lu second degri: 



qui se coupent sur !e diamètre D; 
droites D, D,, D, sont égales. 

Enfin, loi'sque les racines sont 
rcciqui puisse annuler le radical; i 
et la combe embrasse tout le plan 



-/a. 



, piuir 



c = x', les ordoni 




ren- 

I dé- 

i-appro- 



imaginaires, il n existe aucun 
urtîs R est toujoui's r^el quel t\\ 

de chaque côlé du diamètre s 
contrer cette droite. Si l'on 
terminei' ]es points les plus 
cliésdu diamètre, il faut, dans chaque 
cas, tuiroduirc un carré sous le radi- 
cal, et mettre R sous la forme 

où t^eslnécessaircmentune quaiililé 
Fia, 50. positive, puisque R est réel quel que 

soit x; alors, il est visible que la valeur a; = a rend R minimum. On 
obtiendra les points les plus rapprochés du diamètre, en prenant, sur 
rordoiiiiée qui correspond à x = a, à partir du dinmcire, Ins longueurs 
]M = !M' = minimum de R. 
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La courbe (jui rô[iOLul h ce soeoiiii ciis s'n[)i)cllc lujjHU-bole; Me i-sl 
cnracldrisiie par la i-chilion : IS^ — AC > 0. 

Eï. ». Que TO|>]i;aerilc[i[ les ctiuatioiis 

(1 ) %' ^ 8ïy + Sx» -(- iy - a- + S = 0, 

&) ï' - 2j;ï + fv - 2ar + 3 ^ (!, 

(3) y=-23!in-2tf — iœ — 2 = 0? 

Uïs liypofboles : files duiiiieiit I(= — AC > 0. Le diamêlri: de lii iii'i'iiilèie i-sl 
y^=x — -, et les points 01» elle rencontre celle droile ont pour iilicisses œ!=:— . I, 

a'^ i ; la seconde équation représente les Jen» droites y:^ — 1, y :='ic — 3 qui se 
conpeiit sur le diainèlre y = 3!—- 2; enfin, l'Iiypcrbole de l'éfioation (3| ne rencontre 
pas lu dininèlre donni! par y:=x — 1 ; dans cet exemple, R piîut se mi'ttre sous la 
forme R = l/(ji -i- 1)' + 2, et, pour x = — \, on a R = (/2 qui est sa voleur 

Ex. %. Que représente l'équalioii gciiémlc (1), lorsque i'iin dfs coeflieiciils A et C est 
dgnl à îéro ? 
Supposons A:=0, ou a l'éqii.itiou 

2B3;y 4- C^' H- W'j + 2E-Ï + F = 0, 
qui, rés()Iue pr.r rnppoi't à ?/, devient 

_ Cj° -h 2Eic + F 
'^~ 2(Bf-4-D) ■ 

après flvoil' effectué la division .iiitant ipic possibli', la valeur de y sera de l.j forme 



(II) ^ = -jj, (D) y=m.^r,. 

Si a;^= — — t l'ordonnée 1/ >[*: la liouilx'. i'St infinie, et quand x varie depuis — - 

jusqu'à -t-o3, elle diminue d'ubord et se rapproche ensuite de l'ordonnée delà droite D 
en la surpassant toujours; enfin, pour x = io, ia fraction du seeond membre de (a) est 
nulle. On a ainsi une branche de courbe située dans l'angle des droites D et H et qui 
s'étend vers l'inliui en se rapprochant de plus en ]>las de ces droites. Il existe une 
deuxième branche iuliuie située dans l'angle oppose, et qui correspond aux \aieursde at 

comprises entre — — et — ». L'cquatiou proposée représente donc une hyperbole; ou 

a effectivement B= — AC = B' > O- 
£k. s. Indiquer la posilion de la courbe de l'équalion 
2i]xy -t- 2Dj + 2Ej^ ^ I' = 0. 
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On a ; A = C = et 
l'exemple [ii'éwdenl, ( 
opposds des ilroiEes 



— AC>0. I 



130. Troisième cas : A=0. Si E 

cgiilc il ziino a deux rjicines dont l'in 
l'éqiinlku, 

2(lîD — AlOx 



^ — AC = 0, le trinôme sous le radicnl 
ic est infinie, et l'autre est donnée par 



Posons x' = 



Ds. 



■AF 



2 [UD ~ AE) 



rDrcloniiée y de l;i coiii-he avira [loni- 



y = mx + ^±-v/â(!!l)-AK){.r-x'). 

Soit OP' = a^'; le point A' du diamètre nppnrtient à la courlie : ear, 
X, le i-atlical disparaît. De plus, In seconde racine 
irbe rencontre le diamètre en un second point ii 
I rinfini. Si BD — AE > 0, toute valeur de a; 
plus grande que x' rend le radical réel, et 
tous les points du lieu se trouvent dans la 
région du plan située à droite de la parallèle 
X — a;' = ; tout point pris k gaucho a une 
abcLsse plus petite que x' et ne peut appar- 
I tenir au Heu de l'équation, puisque l'or- 
donnée correspondante est imaginaire, La 
courbe part du point A' et s'étenil à l'iafini dans le sens des x positifs. 
Lorsque BD — AE < 0, l'ordonnée y est réelle pour loules les valeurs 
de X comprises entre x' et — co ; on a, dans celte hypothèse, une branche 
infinie, comme celle de la ligtirc, seulement elle est dirigée en sens 
opposé, vers les x négatifs. 

Enfin si BD — AE =0, l'équation représente deux lignes droites paral- 
lèles, réelles ou imaginaires; car In relation (5) se réduit à 




,H.|,± /i5!r 



La enurbe du second ordre 
parabole ; elle se compose d'i 



jr laquelle B- — AC = 0, s'appelle 
îcule branche înQaie dont les deux 
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lu diamètre. 



- 109 — 
rapproclier à rîiifiiii poi 



Ex. 1, Que rcpi'dsoiilcnt les fqiiatioiis 

(1] 1/5 — iïv + 4b= -H 2(/ — 6a — 2 = 0, 

(2) j5 _H 2»;/ + ï' - 2;/ + a + I = 0, 

(3) if -'iicy -i- X' + ^-/ — Zx + 2^0? 

Dp3 pnrabolc.s ; B' — AC ^0. La première a pour (liamètre j/ = 2x^ l, cl ri; ne 

cette droite au point qui a pour obéisse a; =z — - ; la seeonde louelie l'axe des ij et s'i 

à l'infini vers les a négatifs; la troisième est une parabol?. qui se rtduït sux deux di 
y-ic 4-1=0, !/-3;h-2 = 0. 

Ex. 9. Indiquer la position de la parabole qui a ponr équation 
Cx' -H 2Dij ■*- iEx -i- F = 0. 

Si on résoud l'équaLton par rapport à ^, on a 



Cx' 



^ + F 



2D 



-,._.') (a - 



'"). 



où x' et s" sont les raeines de l'équalîon CiB* -l- 2E* M- F = 0. 

Lorsque les racines sont réelles et inégales, la parabole rencon 
points; 9i elles sont égales, la courbe est tangente à cet axe; qnan 






140. Il résulte de celte discussion, en y comprennnt les exemples 
relalil's à certains cas particuliers, que l'équation générale du second 
degré ne représente que trois espèces de. courbes: des ellipses, des 
hyperboles et des paraboles, suivant que le binôme caractérlslique 
B* — AC est une quantité négative, positive ou nulle. Le genre ellipse 
comprend les courbes fermées, et, comme cas particuliers, le cercle, le 
point; le genre hyperbole renferme les courbes à deux branches infinies 
séparées par un certain intervalle, et, comme variétés, deux droites qui 
se coupent; le genre parabole comprend les courbes formées d'une 
branche infinie, qui se distingue d'une branche d'hyperbole, en ce que 
les deux parties tendent à se rencontrer à rinfîni, tandis que dans 
l'hyperbole elles sont de plus en plus divergentes; la parabole peut se 
réduire, dans certains cas, à deux droites parallèles. Enfin, lorsque 
B^ — AC <^0, il arrive quelquefois que l'équation n'a aucune solulion 
réelle et qu'elle représenle une ellipse imaginaire; si B^ ~ AC = 0, elle 
peut ne donner que deux droites imaginaires. 
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141. Lcsirois courbes du sctioml ordre s'oblienneiit en coupant un 
cône droit h base uircuJaîre par un plan. Soit 00' une ligne fixe, et III 
une droite indéfinie qui tourne autour de la première en passant toujours 
par un point fisc S, et en conservant la même inclinaison « sur 00'. La 
surface engendrée par la droite mobile est celle d'nn cône droit à biise 
circulaire dont 00' cit l'axe, et S le sommet ; clic se compose de deux 
parties semblables situées de cbiiqiie côlé du point S. 

Menons, par un point quelconque 
A de la droile SI, un plan pcrpendi- 
I eulaire au plan de la figure qui ven- 
I ferme les arêtes SI cl SI'; il coupe 
la surface du cône suivant une cer- 
taine courbe AMlt, et le plan ISl' sui- 
vant la droite AB, Cberchons l'équa- 
I lion de la section en prenant pour 
1 d- X la ligne AB, et, pour axe 
; y, la perpendiculaire à ectte 
I droite élevée au point A. Soit M un 
•^'S. s3. point quelconque de la courbe; le 

plan passant par ce point et mené perpendiculairement à 00' eoupc la sur- 
face conique suivant un cercle IMI', et le plan sécant suivant une droite MP 
perpendiculaire à AB. Les coordonnées du point M sont : x = AP, !/ = MP. 
Dans le cercle IMI', on a 

(Jt) MP^ = PI-Pr. 

Désignons par d la distance AS, et par [3 l'angle SAB ou l'iuelinaison 
du plan sécant sur l'arètc SI. Le triangle AIP donne 
PI sinIAP ^sinp_ 
AP "sinAIP cosa' 




Si on mène PR parallèle à l'arête SB, on a ; 
mais AU = 2rfsiiiK, et dans le triangle AUP, 



PI' = ItK = AK — RA ; 



sin APfl 
" sin ARP 



_ ^i" (P -*- 2^) 
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En substituant les vaJcurs {/} el (m) ilans la rclnlion (k), on obtient 
pour l'cqualion de la courbe d'intersection 

„ 2rfsinasinf3 sin Ôsïn (S -i- 2a) „ 

«^ = — - — ■ X ~ j— — — x^, 

■' eos a cos^ « 

on bien 

î/^ coh' X + x^ sin p sin (p + 2a:) — 2rfx sin a cos a sin (3 =^ 0. 
Cette éqnationest du second degré en x el y; en la comparant à l'éi] un- 
lion f^énéralc, on a 

A^cos^H, lî = 0, C = sin[3sin(iQ + 2«), 
et 

B^ — AC = — eos' a sin |3 sin {[i ■+■ 2k). 
Le binôme caraeién'slique B* — AC est néiratif, positif on nul selon les 

sin (p + 2a) > on (3 -+- 2« < 180", 

sin (,e + 2«) < ou [i -t- 2a > 180", 

sin (13 -H 2a) = ou (3 + 2» = lbU\ 

Si on remarque que (3 -+- 2k est le snppkment du lioiiirme angle du 

triangle SAB, les points A et B, dans le preniur cns, sont d'un même 

eôtë de S; dans le second, il se trouve de pnt et d \utre du sommet ; 

enfin, dans le dernier, AB est parallèle à l'tréte SB 

Donc, la section est une ellipse, si le plan sécant rencontre toutes les 
arêtes d'une même nappe du cône, une ki/perbole s'il coupe les deux 
nappes, et une parabole s'il est parallèle à une arèle du cône. 

Ces trois courbes ont été appelées par les anciens sections coniques; 
c'est ainsi qu'cllcsse sont présentées à eux et qu'elles sont devenues l'objet 
de leurs spéculations. 

1 J2. Si on divise l'équation générale du second degré 
(1) A7= + 2iixy -t- Cx^ + 2Di/ + 21îit; h- F = 
par l'un des coefficients A, B, C..., elle ne renferme plus que cinq para- 
mètres arbitraires. Une courbe du second ordre est déterminée, si on 
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eonnak les valoiirs de ces paramctpes ou si elle est nssujcUie à salisfairc 
h cinq conditions géomdlpiqucs donnant Jieu à cinq relations distinetes . 
entre ces quantités : car ce nombre de relations suffit, en général, pour 
calculer les valeurs des cinq paramètres inconnus. Ainsi, en admettant 
qu'une condition géométrique équivaut Ji une équation entre les coeffi- 
cients, on peut dire qu'une courbe du second ordre est en général déter- 
minée par cinq conditions. 

Supposons que les conditions géométriques consistent k assujettir la 
conique à passer par des points ou à être tangente à des droites données. 
Chaque Tois que la courbe doit passer par un point donné [x', y'), on a 
une rel.ilioii de la forme 

A'j'^ -i- 213-r'!/' -f- Cx'^ + 2Dy' + 2Er' -t- V = 0. 

Pour exprimer que la courbe doit être tangente à une droite 
(d) y==mx->-b, 

on élimine d'aboi'd une variable, par exemple ?/, entre les équations {d) 
et (1); lin trouve ainsi une équation du second degré en a: de la forme 

Pic^ -1- 2Qx -+ R = 0, 
où P, Q, R sont des fonctions des coefficients A, R, C,,., et dont les racines 
sont les abcisses des points d'intersection de la droite [d] aiec la courbe. 
Mais, pour une tangente, les deux points d'interscclion se confondent et 
l'équation précédente doit avoir des racines égales; un obtient ainsi la 
condition 

Q^— PR = 0, 
qui est une relation entre les coefficients de l'équation (1). 

Lorsque les cinq relations entre les paramètres correspondant aux con- 
ditions géométriques données admettent un seul système de valeurs 
iinies pour les inconnues, il existe une conique et une seule, propre à 
satisfaire à ces conditions, quand ces relations sont incompatibles, il 
n'est pas possible de trouver une couibedu second ordre qui puisse satis- 
faire à ces mêmes conditions géométriques. Enfin, si le nombre des 
conditions données est inférieur à emq, i! y a toujours au moins un 
paramètre qui veste indéterminé, et, par suite, il existe une înfinilc de 
coniques qui répondent à tes conditions. Cependant, pour la parabole, on 
a B' — AC = 0, et il suffit en général de quatre conditions pour déter- 
miner cette courbe. 
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143. Trouver l'équation des coniques qui passent par deux points 
donnés. 

Supposons d'abord que l'on prenne, pour axe des x, la droite qui joint 
les points donnés. Une conique quelconque est représeiilcc pnr l'équalion 

kif -H 2Ba;.y •+- Ca:^ -t- SDy + 2Ea; -t- F = 0. 

Pour obtenir les abcisses des points où clic rencontre l'axe des x, il faut 
poser )/ = 0, et résoudre l'équation 

Cï= -4- 2Ex + F = 0. 
Soient «et a' les distances à rorigincdes points donnés; d'après hi ques- 
tion, il faut remplacer le trinôme Cx^ -f- 2Ex -i- F para;' — {a -\- a')x + aa' , 
on poser G = 1, 2E = — (a -+• a'), F =aa'. L'équatiou cherchée sera 
A/ -1- ■m>:\j -\-x^ -\- 2Di/ ~{a-^a')x -^ aa' = 0. 
De même l'ëquadon 

y^ -t- 2Ba;_v -+- Cx^ — {b-^l/)>j + 2\i,x -+- hl/ ^ 
représente toutes les coniques qui passent par deux points de l'axe des y 
dont les ordonnées sont 6 et 6', 

Enfin, si les points donnés ne se trouvent pas sur les axes, une conique 
quelconque qui renferme les points {xi, i/,), (j's, !/s) a une équation (te la 

'iiy—yù{y—y^)-*-H'x-'^>){x—x^)-i-''{x—x,){y—iji)+[x—x^){y—if,)^0; 
car le premier membre est du second degré, et l'équation est satisfailc 
lorsqu'on remplace les variables x el y par les coordonnées des points 
donnés. 

Les équations précédentes renferment encore trois coefficients indéter- 
minés, et il en doit être ainsi, puisqu'on peut assujettir les coniques 
qu'elles représentent à trois conditions nouvelles. 

144. Ti-oiiver l'équation générale des coniques qui passent par quatre 
points donnés. 

Comme une droite no peut reneonlrcr une conique en plus de deux 
points, nous supposerons que trois des points donnés ne se trouvent pas 
sur une même droite. Cela étant, prenons, pour axes des coordonnées, 
deux droites renfermant chacune deux de ces points. Si a et a' senties 
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abtissfs (Ira points sir.ués sur l'iuc des x, h et b' les ordonmics <les points 
siluds sur l'iixc des y, l'cquation d'une conique qui salisfiiil nnx coudi- 
tions énoncdcs devra se i-éduire k 

x'' — ia-}-a')x + aa' = 0, 

i/ — {b -\-b') ij -\- hb' ^ 0, 

pour y = et r = 0; elle sera donc tic la forme 

flrt'y* H- l^xy -t- hb'x^ — na' (6 + b')]) — bb' (a -H a') a; -h aa'bb' = 0. 

Il suffi! d'une nouvelle condition pour déterminer le seul paramètre 

arbitraire A qui se trouve dans l'équation. Si la conique qui passe par les 

quatre points est une parabole, on doit avoir y? — aa'66' = 0; d'où 

J = r^\/au'bb' . Il existe donc deux paraboles qui satisfont à la question. 

Lorsque a = ti', b =- 6', l'équation précédente devient 

a'// -+■ âJjy -t- />*j' — 2ba^y — 'iab^x -t- a^b" = : 
elle représente alors toutes les coniques en nombre infini tangentes aux 
axes, les points de contact étant situés aux distances a et 6 de l'origine. 

145. Par cinq points donnés dont U'Ots ne sont pas en ligne droite, on 
peut faire passer une courbe du second ordre et une seule. 

En effet, avec le même système d'yxcs que dnns le numéro précédent, 
la conique qui renferme quatre de ees points a une équation de la forme 
a«'f/^ -h 2^t/ +- bb'x^ — aa' [b ■i-b')y — 66' (a + a')x -i- aa'bb' == 0. 

Soient x,, yi les coordonnées du cinquième point non situé sur les 
axes; on auru, pour déterminer le paramétre 1, la relation 

aa'yi'^ -t-2Xj:,î/i -t- 66'a;i^ — a«'(6-t- b')y, — bb' {a + a') Xt -t- aa'bb' ^=0, 

qui donne une valeur finie et déiorminéo pour X, et, par conséquent, il 
existe toujours une conique et une seule qui renferme les points donnés. 

De même, on peut toujours mener une conique tangente à deux droites 
en deux points donnes et passant par un autre point (a;i, !/t)du plan; car, 
dans ce cas, le paramètre î. est déterminé par la relation 

n*)/,^ -1- ^ix,y, -f t'xi* — 26a=t/i — 2ab^Xi -4- a^6* =^ (I. 

Il résulte du ihéoi'ème précédent que deux coniques ne peuvent avoir 
cinq points communs sans se confondre, et six points, pris au linsiird 
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dans un [tiaii, n'a[i)>aflicnni!nt pas en général ù une m<;iiic coiiilic diT 
second oi'dffi, à moins que lenrs coordonnées ne snlisfassent à une cer- 
taine équation que nous allons déterminer. Soient (Xi, i/t) {Xî, yî],..> 
(;rc, J/g)i six points donnes; s'ils se trouvent sur 1r conique représentée 
par l'éqnalion 

A;/^ -H 2IÎXI/ -t- Cic- + 2Dy -i- âRx -t- F = 0, 
on doit avoir les six relations 

A»/,' -h 2R,y, + C,r,^ + 2Dï/, + 21i,r, + l' ==0, 

A^/.^-v- '..... =0, 

Ay3^^ "0, 

A2/r--H ^-.0, 

Af/s' -H ----O, 

A^.^-^ -^0. 

Ces équations divisées par F, renferment cinq inconnues qui sonl les 

A B C D E „ , . 

rapports— ) -j -, t; et — ; Iclimination de ces inconnues conddira 

à une relation entre les coordonnées x,, iji, Xj... ; ce sera la relation qui 
doit être satisfaite par les points donnés pour qu'ils se trouvent sur une 
même conique. 

Et, i. Clierclier l'équation d'une conique qui intercepte sur Ii'S axes les longueurs 
1 et 2, 2 et— 1. 

R, y' -H %xy — œ' — y -t- 3œ — £ = 0. 
Es, a. Quelle est l'équalion de la conique qui passe pfir les points (1,0), (2,0), (0,2), 
(0,-1), (1,-1)? 

H. 1,= + 2a^j/ - a=' — y H- 3œ — 2 = 0. 
Ex, a. Trouver l'équalion d'une parabole qui passe par les points (1,0], (2, 0|, 
(0,2), (0.5). 

H. ï' i; 2 Kâic!; -t- Sa^i _ Sj, - 93! -H 6 = 0. 
Ex, 4. iSuvirc l'équation de la eoniijue qui louche les axes auï points (2,0), (0, l|. 

H. iy* + t^xy -i- it= — 8y — 4ï -H i = 0. 
E\. S. Trouver l'équalion d'une conique tangente à la droite 2j; — 2y = I , el qui 
(ouelie les axes aux points (1, 0), (0, — !)■ 

H. j/' ■¥ 2iCj( -4- x'-ij;-^ ■i'J ^- I = 0. 
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Une conique tangente à la droite y — mx — 6 ^ i cm' pour obtenir Im eoordnimep 
des points d'intersection de cette droite avec la eoiirbe, il faut résoudre les equiitions 



Comme elles sont du priiuiier degré, on n'aura qu'un 
et !/, et la droite y — inx — 6 = doit être tangente à la 
sentée par l'équation donnée. 



§ 2. CENTRE, DHJIÈTniîS Eï A\ES DKS COCRBKS 



146. Le centre d'une ligne est un point fixe par rapport auquel tnns 
les points de celle ligne sont placés syméiriquement detix Ji deux, de sorte 
qne les cordes, qui passent par ce point, y sont divisées en deux parties 
égales. 

Pour trouver les équations qui déterminent le centre d'une conique, 
nous aurons besoin des deux Icmmes qui suivent. 

Lehue I. Lorsque l'origine est au centre d'une courbe du second ordre, 
C équation de celle -ei ne renferme pas les tei-mes du premier degré en x et y. 
En effet, soit l'origine des coordonnées, cl le centre d'une conique 
i-eprésentée par l'équation 

Af -t- 2Bx!/ -I- Ca-3 + 2D// h- 2lia; -h !■ = 0. 

iinle quelconque qui rencontre ja courbe 
en M et M'; MP et M'P' étant les 
ordonnées de ces points, les triangles 
OMP et OM'P' sont égaux, et, par 
eonséqucni, les points M et M' ont 
des coordonnées égales et de signes 
contraires. Si l'équation est satisfaite 
par les coordonnées -t- a;, -\- y du 
point M, elle le sera aussi par les 
coordonnées — a:, — y du point M': 
rcmicr degré ne se trouvent pas dans 
emliru reste iiiVHriuJjle, si on clinngc 
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Lehme II. Si dans te pol'jnùme 

f (x, y) = A%f H- 2Br!/ -+- Cx^ + 2Dy -v- 2E.ï -t- F, 
oî! remptaci! x et y par a -t- a:', |3 -+- (/', on obtient 
%-n',p + >,')-A!,-+2Bi-,'-i-Ci»+5T,(»,|3) + «'r..(t.,3)H-f(<.,|3); 
c'est-à-dire qna les eoefjicienls des termes du second degré ne changent pas; 
ceux des termes du premier degré sont les valeurs des dérivées partielles, 
par rapport à y et à x du polynôme primitif, pour a; = «, y = [3; et le 
terme constant est le résultai de la stibstiliilion des mêmes tialeurs de x et 
de y dans le polynôme proposé. 

En effet, l'expression 
A^^-^-y'f-^-^B{^-^-y')icc-+■x')^C{a-^-x')^-i-20{^+y')-^^^V:(a-^x')-+-F 
élnnt développée, peul s'écnre 

{/;) Ay'^ -t- 2B<!/' ^ Cx'= + 2(A[3 -t- !tî! h- D) y' ■+ 2 (B;? + Ca -+- E)x' 
-H A|3^ + 2Ga|3 + C«^ -h 2D,6 -4- 21i« -i- F. 

La dérivée partielle de la fonclion proposée, prise par rapport h x, est le 
polynôme formé en multipliant chaque terme pjir l'exposant de x dans ee 
terme, et en diminuant ensuite cet exposant d'une unité; nous la repré- 
senterons par f'i{ic, y). D'après celle règle, on aura 

f',(3;,y)=2By + 2Ca;-i-2E=2(By + Ca; -v- E). 

La dérivée partielle, par rapport à y, se forme en effectuant les mêmes 
opérations sur cette variable; on aura 

f'ï {^- y) = 2Ay + 2B3: -î- 2D = 2 (Ay -i- tix ^- D). 

Il est visible que, dans la relation {k), les eoeffieients des termes 
du premier degré et le terme constant sont les valeurs des fonctions 
fj {x, y), i\ (x, y}, !{x, y] pour a: =. a, y = |3. 

1 €7, Les coord'innées du centred' une conique représentée par l'équation 
(I ) Ay= -4- 2Ba;y -h Cx^- -f- 2Dy -i- 2Ea; -i- F = 
sont les tmleurs de x et de y qui annulent les dérivées partielles du 
premier memhre, prises par rapport à x et à y. 

Soient o: et (3 les coordonnées inconnues du centre; supposons qu'on y 
transporte l'origine sans changer la direction des ases primitifs. L'équation 
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de In conique, pour les nouveaux axes, s'obtient en posanl : x = a -t- x', 
!/ = p + y', et, en vertu du lemme TT, on aura 

Ay'^ -t- 2Bx'ij' -t- Cx'^ H- y' r,(a, (3) -t- x' r,(a, (3) -t- f{a, [3) = 0. 

Or, l'origine étant au centre, les termes en x' et ?/' doivent disparaître 
de l'cquaiion, et, par suite, 

c'esl-à-(iire qne les coordonnées do centre sont les valeurs de a: et de y 
qui satisfont aux équations 

(e) r,(i,,,) = 0, t'.(a,,,/)_0, 

on bien, 

Ay -t-W.-t-D=0, Vf/ ■+Cx-^E-=Ù. 

148. En résolvant ces équations, on trouve pour a et j3 
AE — BH „ CD — HE 



B^— AC ' B' — AC 

Dans l'ellipse et l'hyperbole, B^ — AC est différent de zéro et les valeurs 
précédentes sont finies et déterminées : ces deux courbes ont un centre 
unique. Lorsque B^ — AC = 0, les valeurs de « et |3 son! inlinies; donc 
lii parabole n'a pas de centre visible dans le plnii. 

Si l'on a, en même temps, B^ — AC = et AE — BD = 0, a et [3 se 

présentent sous la forme - ; et les deux équations (c) se réiloisent à une 
seule 

Ai/ -t- Ba: -1- D = ; 
il y a, dans ce cas particulier, une infinité de centres situes sur la droite 
représentée par cette équation. Mais, dans cette hj'potlièsc, l'équation de 
la conique résolue par rapport h y devient 

Bk H- D 1 



± [/DS — AF, 



À;/ -4- Bx-t- D qz[/D= — AI''=0; 
G rcprcsenle deus droiles parallèles à la ligne des centres. 
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1419. Dans le cas de l'ellipse et de l'iiyperbole, l'équation générale se 
simplifie, lorsqu'on place l'origine au ceiUre, et elle prend la forme 

(2) Ay^ -h HBny ■+■ Cx^ = H 

dans laquelle H ==■- — f («,P)= — (Ap* -+- 2Bft|3 + C»*' ■+■ 2D,3 ■+- 2Es + F}. 
Le c.iilcul de H se l'ail Tort sim|)letncnt au moyen de la rnmai'qiic sui- 
vante : l'cprenons les équations qui déterminent « et p 

A^ -4-Ba-t-D = 0, Bfi-+-C« + E=0; 
mulliplions la première par [3 et la seconde par n ; on obtient, en ajoutant 
ensuite les équations membre à membre, 

A|3^ H- 2Ba(3 H- Ca^ -v- D(3 -v Ea = 0. 
lien résulte que H <= — (D|3 + E« -t- F). 
Lorsque II = 0, l'équation (2) devient 

(3) Ay^ ■+■ 2Bxv + Cx^ = : 
relation bomogèuc du second 
degré qui représente deux 
droites PP', RR' passant par 
l'origine; ces droites sont 
réelles, si B^ — AC>0, et | 
imaginaires, si B^ — AC <; 0, 
Nous allons voir que l'byper- 
bole représentée par l'équa- 
tion (2) quand H a une valeur 
différente de zéro, se rappro- 
elic indéfiniment des deux 
droites de l'équation (Z). Pour 
fixer les idées, supposons que 
H soit négatif, et résolvons !'éqi 
rapport à y. Il viendra 

Le diamètre de la courbe passe par l'origine; il est l'acile de vérifier qut 
l'hyperbole se trouve située dans le plan, comme le montre la figure, 
De même l'équation (3) donne 

Y = — ^a: ± i [/{n- — AC) x^ 




L Ar,^ -t- 2ISa:(; - 



Xqx'^AU. 



yGoosle 
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en écrivant Y nu lieu de y, a&n de disMiigucr l'ordunncc de In droilc de 
eeflc de In courbe. Cela élanl, l'nre A'K eorrcspond nus valeurs positives 
du radicîi! ; si on relrnnclic les équations, en prenant le signe -+- pour les 
deux l'adrcaux, il vient 

Y — «/ = - l/(!P — AC) xi — /(It^— .Af;)7= ~-^\\. 



II 



{/{W- — kC) x"- -t- t/{B* — AV.)x^ — AH 
La dllfércnec des ordonnées de la droite et de la courbe diminue à 
mesure que x augmente, et, puiira; = ao , Y — .y = 0, La partie d'hyper- 
bole A'K se rapproche donc de plus en plus de la droite OR, et, à l'infini, 
les deux lignes se touchent. Il serait facile de montrer que cette propriété 
n lieu pour les autres parties de In courbe relativement aux droites; il 
siiflît de J-épéter In transformation prccédenle, en prenant les radicaux 
avec le signe -i- ou le signe — , suivant la partie de la courbe et de la 
droite que l'on considère. On donne le nom d'asymptotes aux droites 
que noHS venons de délinir; en général, on appelle ainsi tonte ligne 
fixe vers laquelle s'apprnclie indéfiniment une branche de courbe inOnic. 
Il résulte, de ee ijui précède, que toiile hijpKrhole reprèsKiiKie pur 
l'ét/vatioii 

Af + 2lîxy -H C.r* = H, 

n pour af;yiiiplfil':s ks di'.iix droites du l'équation 
A;/ -<- 2Ea:,v + Cj' = 0, 
ohleniie en posant H = 0. 

Remarque i . Assujettir une conique à avoir pour centre un poiiil donné 
(«, (3) équivaut à deux conditions géométriques simples; car, on a, entre 
les cocfliciciKs de l'équation générale, les deux relations 

A(i -I- Ik -i- I) = 0, UiS + Ca -i- E = 0. 

La conique serait complètement définie avccirois nouvelles eundilions : 
aussi l'équation de l'ellipse et de l'hyperbole rapportées ti leur centre ne 
renferme plus que trois paramétres. 

flemcff-çue 2. Assujettir une hyperbole à avoir pour asymptotes deux 
droites données équivnut à quatre conditions. En effet, si on prend pour 
origine leur point d'iiilerseclîon, ses droites sojit représentées par une 
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i;qii!ilion lie lii forme 

et t'Iiyjjurboli; correspond il ii te pnr 

At/' + 2Bxt/ + Cx^ = il, 
«ù il n'y a plus ({116 le paramètre H à di'.tcrminer; 
jettir la courbe qu'à une seule condition. 



<: ceiiti'e et les dquatîoiis simplillées des eniiiqucs si 
y^ — 'iirj, -+- 2a^' — 2i/ - 3jj H- 7 = 0, 
H!" — 2a;i/ + 2y -(- 2ii; -«- 1 = 0, 



0. t)- 



(5) 



Kx. 



(1,2), 
(n, 0). 
!■ ie iitii géométrique des 



— 2^y-t-2«^=-; 
,■'-211, = —4; 



poiiHs A, A', I!, B'. 

Prenons pour ïxes les droites AA',BB'(fis. KS), et posons: (( = OA|ra'=OA', I> 
i' ^ OB' ; l'équattoii généi'aie des coniques est 

Pour obtenir le lieu demandé, il faut éliminer J entre les e'quations du centre 
%,a'>j-\-^^~aa'{b-}-!,'] — 0, 2)y + 266'» — È6'(oM- n') = Oi 
ou trouve ainsi l'équotiou 

(c) 'ina'y' - 2W'^i — aa' {b -\-b')>j + bb'(a -h a'] x = t), 
qui représente une ellipse ou une hyperbole suivant le signe des qua 
La conique (c) passe par l'origine, et 
'-!-»' ,, , _. >^, „ 






Si on prenait pour axes les droites Al!, A'B', 
ou les diagonales AB', BA', l'équation des coni- 
ques serait encore de la même forme que {d), 
et on arriverait à cette conclusion, que la courbe 

autres côtes opposés et des diogooales; de plus, son centre di 
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dp In droilp qui joint Its miliciii des ciités "iiilnSPS Aiî, A'B', ainsi qu'nu milieu de lu 
ligne qui joint les milieux d(« rliagonnlcs. Comme h courba n'a q'j'iin centre, an en 
déduit ce tbéorème connu : Dkjis un quadrilatère plan, les droitn qui joignent Im 
milieux dea côlh oppoféa et des diaaoaoles se tXitipeHl en leur milieu. 

Es. 3, Qu(ft est le lieu des centres des coniques qui loitclieni les «xei aux points 
KO). (0,6)? 



R. 



;t dont le 



= 0-, < 



hyperbole rjni passe par les points («, 0). (0, b) 



'G' 0- 



Es. 4. Éerire l'équation d'une conique qui a pour centfe le point (tt, j3). 

ii. As'-t-SRœji-t-Cj^ — 2(A3-i-lia)î(-2(Bjî-(-Cï)ir-t-F = 0, ousousiflforme: 
p(l/-^y + q{^-<'){l/-^)-\-ri!c-«)^ + , = 0. 

Ex.. i. Trouver l'équation de l'hypei'bole qui a pour asymptotes les droites 
y — nx = 0, 'j—bx^O, et qui passe par le point (0, c). 



It. 



'/-("- 






\, a. Écrire l'équation qui détermine les eoeflieionls angulaires des asymptotes 
i que l'équation de ces droites pour la conique Ai/'-t-2Br!/-i-Cc"+2D^+2EM+F^0, 




im 


= -l-2BH,-4-C = 0i 




Vi/'-■/ïï^^^■-»■'-"=^ 






■>v KB'-AC; 




un 


èlre d'une cnurbfi fist le lieu di 
une sérh- de iiordes parallèles à 


une direr- 


(1, 
(il 


Soit \) = mx-i-l) l'équation d'inie droile 
)n(iée ; proposons-nons de ti'onvci' î'équalion 
i diamètre d'une conique jnnir les cordes 
irallèlesà cette droite. Représcnlons par a7i,yi 



celle de 



. coordonnées du milieu I de l'une de ces 
rdcs MM', et transportons l'orij^inc en ce 

n tenserviint la même direclion des axes, L'équalion de la 

rapportée aux axes OX, OY étant 

{(x, y) = /^f -t- 2%y + Cx^ + 2Dy + 21s:c -t- F -= 0, 

la niÉme courbe, pour la nouvelle origine, sera 

IBx'y' -t- Cx"' + y' i',j (a:, , y,) -\r x' \\ [x,, y,) ■+■ f (a:i , y,) -= 0. 
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D'un uuti'G côlû, réijuatiori de la droite Mi*t' «st. y' = iitx'. L'él imita- 
tion de 1/' entre ees équations donne la relation 

(4) (Am^ + gltnt -1-0)3;'^ + [»ifj(xi, y,) -+-P4x,,!/.}K + f(^H •/.) = (), 
dont les racines sont les abcîsscs des points M et M', Mais l'origine étant 
au milieu de MM', l'équolion doit donner pour u' des valeurs *!gales el 
de signes contraires; d'où la condition 

Il en résulle que les cooi'données du milieu d'une corde quelconque 
parallèle à la direction donnée vérifient la relation 
(6) m !',{,,, )■^e.{^,„)~ll, 

qui sera l'équation du Heu cherché, ou du diamètre correspondant fi la 
droite y^mx-^b. En remplaçant les dérivées par leurs valeurs, on 

m {Ay -1- Bj; -+- D) + (B!/ -f Cx + E) = : 
équation du premier degré qui représenl« une droite passant par le centre 
de la courbe; car, pour ee point, S',j{x, y) = 0, f ^(a;, i/) =^0. Si on écrit 

(Am -+- li) ,v + (Bm + C) a; -t- Dwn- E =- 0, 
il vient, en désignant par m' le coefficient angulaire du diamètre, 
lu Amm' -\-B{m + m')-i-C^O. 



C_]î_ C -1- Bm 

B^A"^B-*-Am' 
cl m' est constant quel que soit m : dans la parabole, tous les diamètres 
sont parallèles. Mais, dans les coniques à centre, la direction d'un dia- 
mètre varie avec celle des cordes. 

Ainsi, dans l'ellipse et l'hyperbole, les diamètres sont des droites qui 
passent par le centre et dont la direction dépend de celle des cordes ; dans 
la parabole, ce sont des droites parallèles. 

151. Deux diamètres sont dits co»îjMgrné^, si chacun d'eux divise en 
deux parties égales les cordes parallèles à l'autre. Menons une corde MM" 
parallèle à DD', et reprenons la relation (7) sous la l'orme 
(7) kmm' + B (»! + m') -*- C = 0. 
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Celle éqitalion ne change pas, si on rcmpincc m par m', el m' par m ; le 
diamètre EE' correspondant à la direction des cordes de coeflicient angu- 
laire m', aura pour coeflicient de direction m, et il sera parallèle à MM'. 
Les deux diamètres DD' et EE' sont conjugues et leurs coeflîcienls angu- 
laires satisfont à la relation (7). Dans l'ellipse et l'hyperbole, à chaque 
valeur de m' correspond une valeur pdelle de m donnée par celte équa- 
tion : ces deux courbes ont une infinité de systèmes de diamètres 
conjugués. 

On donne le nom d'aj:es, dans une conique, aux diamètres qui sont 
perpendiculaires aux cordes divisées en deux parties égales. Si les 
coordonnées sont rectangulaires, on doit avoir, pour un tel diamèire, 

jHjn'=^ — i, et, par suite, en verlu de (7), m -t- m' ^ - ; par con- 

séquent, les quantités m et m' sont les racines de i'équation 

Il est facile de vérifier, par la résolution de cette équation, que les 
racines sont réelles; il existe donc toujours un diamètre perpendiculaire 
aux cordes qu'il divise en deux parties égales : dans les coniques à centre, 
le diamètre conjugué jouit de la même propriété et ces courbes admet- 
tent deux axes; si on désigne par ni], m» les racines de l'cquaiion précé- 
dente, et par «, |3 les coordonnées du centre, les axes seront repré- 
sentés par 

j-(3_m, (.-«), t,-|3 = .».(.-,). 
Dans la parabole, lous les diamètres étant parallèles, il n'v aura qu'un 
seul axe. 

Remariiue i . Ttans la recherche de l'équation d'un diamètre, nous 
avons supposé que les cordes parallèles à la direction donnée rencon- 
trent la courbe en deux points situés à une dislance finie, en admettant 
que l'équation (4) avait deux racines. Dans le cas particulier où m satis- 
fait à la relation Am* + 2Bih + C = 0, les cordes ne rencontrent la 
courbe qu'en un point; c'est ce qui a lieu, dans l'hyperbole, lorsqu'elles 

sont parallèles aux asymptotes; car, si on remplace m par -, on a 
Ay* 4- 2Bxt/ -+■ Ca* = qui représente les asymptotes, si l'origine est au 
centre. Dans la parabole, on a : B = [/AÏT, et la relation précédente 
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ticvicnl (hi [/a + l/C)- =0; de sorte que les cordes de coeflicicnt 

angulaire — \ / — ne rencontrent cette courbe qu'en un point. Dans 
V A 

ces cas particuliers, il n'y a pas de diamètres eorrespondanls, ou plutôt 

ils sont situes à l'infini. 

Remarque 2. A toute droite passant par le centre et de coefficient angu- 
laire m', correspond undiamèlre conjugué dont la direction est donnée par 
la relation (7). Cependant, pour une asymptote, on a Am'*-i-2lîm'+C=0, 
et l'équation (7) ne peut être satisfaite qu'en posant m = m'; dans ce cas, 
les deux diamètres conjugués coïncident. 

Remarque 5. Un diamèlreavee la direction des cordes équivaut à deux 
conditions; en effet, prenons ce diamètre pour axe des x, et, pour a\e 
dés 5, une droite quelconque parallèle aux cordes; l'équation de la 
conique sera de la forme. 

ay^ -4- CI* -H rfa; + c = 0, 
afin d'avoir deux valeurs égales et de signes contraires pour y, h chaque 
valeur de x. Cette équation ne renferme que trois paramètres, et la 
courbe ne peut plus être assujettie qu'à trois autres conditions. Avec deux 
diamètres conjugués pris pour axes, l'équation de la courbe sera delà 
forme 

py^ -H qx^ -I- )■ = ; 

car, à chaque valeur attribuée h l'une des variables, on doit avoir pour 
l'autre des valeurs égales et de signes contraires. Un système de deux 
diamètres conjugués équivaut à trois conditions. 

Ex. t. Etuiit dotince l'équation de l'ellipse 

,/ _ 3j.y -t- Sa;' -t- 25, — 5j! — 5 = 0, 
diitorminer le diamùlro dos courbes pncailèles à b droite y = 2jt — I, ainsi rjiio les uxes 

On li'ouvera, pour le dUinèlre, l'équation y -1- ic -v- t ^ 0, et, \io\ir les aies, 

Ex. S. Même rcdierclie pour l'hyperbole y ;^ 

Es. 3. Ecrire les équations des diomètres qui divisent en deuj parties égales, les 
coi'des parallèles aux axes des coordonnées puur la conique Ay' + ÏBj^j -t-Cœ*-t-2% 
-1- 2Elc h- F = 0. 

R. .il- ^- Ba; + D = 0, Cj ■+- Ca> + E — 0. 
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La promiÈfe représente le Jiainèlpe lies eordes parallèles aus j, et !a ileusiùme celui 
des cordes parallèles aux x. 

Eï. 4. Trouver le coefficient angulaire de l'a\e d'uiiu parabole rcpresenliia par 
l'équation générale. 

Il faut résoudre rijqualion : z^ — '~— s - 1 —0, et poser B = l/ÂC, Les racines 

sont H-»/-, — \/ -r; le coefficient angulaire des cordes est + */ ^' car, 
pour l'autre valeur, il n'y a pas de diamètre correspondant. Le coefficient angulaire de 

Ex. S. Écrire l'équation des ases de Id CHiiiquc Ai/ + 2Bccy -v- Cx' = H, 
R. B'f - {A. — C)xy — Bx' = 0. 
I. Daus toutes les coniques qui passent par quatre points fixes, les diamètres 



eonjugués à une direction donnée ci 
£n effet, si l'on reprend l'équation de ces courbes 

ou'y' + 21a!y H- bb'x' — aa'(b + b')y — 66' {a + a')îc -+- aa'bl/ = I), 
le diamèlre corresponilBut aux cardes de direction m est représejil« par t'équation 

2).[y-\-mx) +%b'œ -^^maa'y — bb' {a-i- a') - maa'ib -t- y) = 0; 
tous les diamètres passent par le point d'intersection des droites 

y-\-mx = 0, 266'» + imaa'y — bb' {a -t- a') — maa'(b ■+■ b') = 0. 

Pour obtenir le lieu des points de concours des diamètres correspondants à toutes les 
1 faudrait éliminer m entre ces deux équations; on 

26A'cf' " 2aay — bb' (a ~i-a')x-i- aa' {b -\- b') y = : 
cette équation représente ane ellipse ou une hyperbole qui coïncide avec le lieu des 
centres des coniques qui passent par les points donnés. 

Ex. •». Trouver le lieu des milieux des cordes passant par un point fixe. 

Soient a, ,3 les coordonnées du point fixe ; il faudra éliminer le coefficient angulaire 
m entre les équations 

■;-,>- »'(■»-«!■ 

Il ïieul ainsi, pour le litii cliurclié, l'cquatioii 

(»_ j!) r, + (.-»! P. =0. 
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§ 5. DE lA TANCBNTE ET DE LA l'OLAIRE DANS LES COIIRBËS DU SECOND 

■tSS. Soient M{x',y'), 7ii'[x",y") deux points situés sur la conique 

(1} {(x,y) = Ay^ -^ iBxy -\- Cx^ -+■ 2Di/ + 2Ej; + F=0. 
Lii droite qui réunit ces deux poinis peut être représentée par une 
équation de la forme 
(2) A{y^y'){y-^y") + ^B{x^x'){y~r} + C(x~x-){x^x")^ 

= Aif -*- ^Uxy -*- Cx^ -H 2Dt/ -»- 2Ex -4- F, 
car, après avoir effcctné les opérations el supprimé les termes communs, 
elle s'abaisse au premier degré; de plus, elle est salisfaite par les coor- 
données des poinis M et M', en tenant compte des relations 
Ay'^ H- 'iBx'y' -\- Cx'^ -t- 2Dj/' -+- 2Ea;' + F = 0, 
Ay"* ■+- 2Br"_i/" -i- Cx"^ ^ -lUy" -¥■ 2Ex" -v- F = 
qui expriment que ces points apparliennent à la courbe. J-a sécante en 
tournant autour du point M devient tangente à ia conique, lorsque le 
second point M' se confond avec le premier; pour cette position limite, 
x" = x', y" = y', cl l'équation (2) devient 

H'J-y7 -^ 2B{ï- X') {y - y') -^ C{x ~ xT 
= A)/^ -i- 2Ylxy ■+- Cx^ ■+■ 2D!/ -+- 2Ej: -+- F. 
Développons le premier membre el supprimons les termes du second 
degré en a; et y; on aura 

— 2ÂÎ/.V'— 2B(j;)/'+y-c') — 2Cj:x'-f-A^'^-+-2Ba:'»/'+Cx'*=2D»/-i-2Ea;4-F, 
et, au moyen de la relation 

Ay'^ ■+■ 'ÀSx'y' -+- Cx'^ =- — 2Dv/' ~ 2E.c' — F, 
on obtient finalement, pour l'équation de la tangente à une conique en un 
point H {x',y'), 

Ayy' -H Yi(xy' -i- yx') + Cxx' + D(?/ -h y') -4- V.{x -t- x') -+- F =^ 0, 
Si on désigne par V le coefficient angulaire de la tangente, ou en 
déduit 

,, By'+Cy-E _ ï'.(x-,y-) 

ky' -t- Bj;' + D ^'Ax',y') ' 
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lie soi'lc que, la lanj^cntc éiaiU une droite qui passe par un poial M (as' y'), 
son équation peut aussi s'écrire sous la forme 

Remarque. Il est souvent avantageux de rendre l'équation générale du 
second degré homogène par l'introduclion d'une troisième variable; elle 
se présente alors sous la forme 

Aif -h ^2Rxy -^ C,r^ + 2D^J -t- 2Ezr + Fz^ = 0. 
Pour retrouver- la première, il suffira de poser z ^=\. En vertu d'une 
propriété des fonctions homogènes, on a toujours la relation 

a: r^ H- j^ f'j -+- î r.= 2 I' (X, y, z), 
comme on peut le vérilier faeilement; par suite, l'équation de la tangente 

(»-i')r,„ + (!,-j')r„=o, 

on 

a: f'., -4- )/ r„— (x' f\, -1- y fV) = 0, 

pourra se mettre sous la forme symétrique 

X f'„ +- y i',j. ■+• z {\, = 0, 
f',„ i',j„ i'-, désignant ce que deviennent les dérivées quand on y subslilnc 
x', I)', z' à X, y, z. Il est facile de constater qu'on peut encore écrire 

X' f% -1- y' i\ •+- 2' r. = 0. 

153. La tangente à l'exlrémilé d'un diamètre est parallèle au conjugué 
de ce diamètre. 

En effet, l'équation d'un diamètre est 

(D) mi',{x,y)^î'.{x,y) = Q, 

m étant le eocffieient de direction des cordes; c'est aussi le eoeflîeient 
angulaire du diamètre conjugué qui est parallèle aux cordes. Soient 
(x' , y') les coordonnées du point où le diamètre D rencontre la courbe; 
on a pour ce point 

m i;{x' ,J) + r, (X', „') _ 0, il'où m _ - Jr^^ ■ 

Celle valeur de m est précisément le coefficient angulaire de la tan- 
gente à la conique au point {x', y'); ce qui démontre la proposition. 
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ItenmrqitK. En vertu de cette propriété, si on mène, à l'exlrémité rf'im 
(Ji.imèlrc d'une parabole, une tangente à la courbe, elle sera parallèle 
aux cordes divisées en deiis parties égales; celle circonslanec permet do 
simplifier l'équation générale lorsqu'elle définit une parabole. On 
prendra le diamètre pour axe des x, et la tangente pour axe des y. 
L'ol'igine étant sur la courbe, on aura d'abord F = (l; ensuite, les 
cordes parallèles aux y étant divisées en deux parties égales, pour 
chaque valeur attribuée à l'abeisse, l'équation qui représente la courbe 
doit donner des valeurs égales et de signes contraires pour l'ordonnée-; 
donc il faut que les coefficients B et D soient nuls ; enfin, pour que l'on 
ait lï^ — AC = 0, l'un des coefficients A et C doit être égal à zéro; soit 
C = : l'équation de la parabole, rapportée aux axes eboisis, sera de la 
l'orme 

kif -+- 2Ea: = 0, 



en posant p — ^ 7- 

■S5*. Trouver Véqiutlion des tavciejttea menées d'un point {x', y') « la 
conique Af -+- 21% -+- Cj:^ + Wy -t- 2Ex -t- F = 0. 

Les coordonnées d'un point quelconque de la droite qui joint !c point 
<x'. i/'l à un autre point {x" , y") dn plan sont données par les formules 
mr" H- )(.t' mif + ny' 



Si un subslilue ces expressions dans l'équation de la conique, on a 
k{my" -t- ny'Y -4- 2B (my" -v- ny') [mx" + nx') ■+■ C(mx" -t- *ix')^ 
-^ (m + h) [2D {my" -h ny') + 2E {m^" + nx') m- F{m -t- n]] = 0. 

Développons et posons, pour abréger, — == ?,, 

Ai/"^ -V 2Bx''y" -V- Cx"' -+- 2Dy" -i- 2Ex" + F = S", 
At/'- ■+ 2lîx'(/ -^ Cjc'^ + 201/' + 2ï,x' -1- F = S', 
Ay"y'-i-^{x"y'-i-x'ii") + Cx"x'^V{y"-\-y'j + E(x--+x'j-ir-F==P"; 
il viendra l'équation 

(5) S";.^ + 2T>"/. H-S' = 0, 
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qui détermine les valeurs de A pour les points d'inlcrseclion de la droite 

et de In conique. Supposons que la droite des points (x', y'), {x", y") soit 
tangente à la courbe ; l'cqualion (ô) doit avoir des racines égales, et, par 
suite, 

P"^ — S'S" = 0. 
Si on remplace dans celte relation, x", y" par les coordonnées a; et y 
d'un point quelconque de l'une des tangentes issues du point {x', y'), on 
aura, pour l'équation de ces droites, 

(4) [kyy- + -Ë(x!)- -^-yx']+Cxx' ^-n {y^y') + V.{r. +x')^ff 
_(Ays -t- 2B»!/ -H Cx' -t- 2Dî/ -t- 2Ea: -t- F) (Ay'^ + 213 <»/' + Ca;'^ + 2D»/' + 2Ex' -i- F) = 
ou, plus simplement, en désignant par P, S et S' les polynômes des 
parenthèses, 

ps _- SS' = I). 

En posant ce' = 0, i/' = 0, il vient, pour les tangentes menées de 
l'origine à la conique, 

{Dy + Ej; -t- F}' - {ky- -t- Slta;)/ -i- Cx~ 4- 2Dy -h 2Ea: -(- F) F = 0, 
ou bien, en développant, 

(D^ — AF)y -+- 2 (DR — lîF) a:»/ -+- (F* ~ CF) x- == 0. 

155. Chercher l'équation de la corde dex conlacls des tangentes à une 
conique issues dit point (a.', y'). 

Appelons Mi(a;], y (}, Ms(xs, y.) les points de eoulaet des deux taui^enlos; 
l'une de ces droites est représentée par l'équation 

Ayyi -t- B(xy, ■+ yx,) -f- Cxx, -+- D(y + J/i) -t- F{x -t- a-,) -t- F = 0, 

Mais, comme elle passe par le point {x', y'), on a la condition 
Ay,y' -y-R{y,x' -+- x^y'] -h Cx,x' + D(»/, -h i;') -4- E(a7, + a') + r = 0; 
or, cette relation exprime que le point de contact (xi, y i) se trouve sur in 

(3) \yy' -+- B(x/ + yx'] -h Cxx' -t- n(ï/ -+- y') -+- F^x ^ a;') + F =0. 

On verrait de même que le point (3:3 i/s) se trouve sur cette droite, cl, 
par suite, l'équation (S) est celle de la corde des contacts. Celle ligne est 
appelée la polaire du poini (x', y') par rapport à la conique, et ce dernici' 
en est le pôle. 

L'équation (S) représente toujours une droite réelle; donc la polaire 
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d'un point existe toujours, même s'il est à l'intérieur de la conique et si 
les tangentes sont imaginaires. Lorsque le pôle {x', y') est sur Isi courbe, 
l'équation (S) représente la tangente en ce point : ainsi la polaire â\m 
point de la conique coïncide avec la tangente au même point. 

156. La polaire est le lieu du point conjugué harmonique du pôle, 
par rapport aux points d'intersection de la conique avec une sécante quel- 
conque issue de ce point. 

En effet, reprenons l'équation 

S"P + 2P"?. + S' = ; 
la droite des points (x', y'], [x", y") rencontre la conique en deux points 
harmoniquement conjugués par rapport aux premiers, si elle a des racines 
égales et de signes contraires, c'est-à-dire, si P" = 0, ou bien, 
liy'y"--^'S{x'y"-^ x"y') -+- Cx' x" -i- Y) {y' ■+■ y") + E (a;'-+- x") -+- F= 0. 

Pour obtenir le Heu du point conjugué {x", y") sur toutes les sécantes 
i5sues du pôle, il suffît de remplacer dans cette relation x" , y" par les 
variables a; et y; on obtient ainsi réqualion 

Kyy' -H B{xy' + yx') ■+■ Cxx' -h D (y + ;/') + E{x -i- x') -i- F = 0, 
qui représente la polaire du point (x', y'). 

On déduit de cette propriété une construcliou géométrique de la 
polaire d'un point donné p. On mène deux ^^^^H^^^^^Rj^^H 
sécantes quelconques pmm' , pnn' ; on tire ^^^^^^^K^BÊ^^K^k 
les droites mil' et nm' qui se coupent en y, ^^^K^^B^^^^^SHS^ 
ainsi que les droites mn, m'n' qui se ren- P^^^^^^S^BHjll 
en f; la droite fg est la polaire ^^^^^BBflB^^|E^H 
demandée. En ef!ct, dans quadrilatère ^^^^^^RflO^HS^^^I 
les droites qui aboutissent au ^^^^^ÊB^^B^^^^^ 
point f, forment un faisceau harmonique, v,.-. r,-. 

et, par suite, fg doit diviser harmoniquement les deux sécantes issues du 
pointp et coïncider avec la polaire de ce dernier, 

157. £a polaire d'un point f situé sur une droite P passe par le pôle 
p de celle droite. 

Soient (a;', y'), {x", y") les coordonnées des points p et/'; les polaires 
correspondantes ont pour équations 

(P) Ayg'-t- B(xy'+yx') +■ Cxx'-\- D (^ -t- )/') -i- E (ic +■ x') + F = 0, 
(F) \yy"+ B{xy"+yx-') + Cxx''+ ]){y + y") + E(x+x") + F = 0. 
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Climme le pninl /'se trouve sur la drmlc. P, on fi 

Ai/'i/"-i-B{x"(/'-f-i/"a;') +Cx'x" -\-D{y" -•■»/') + £ (a:'' -i-x')+ F=0, 
rcl;ition qui exprime niissî que in droite F pusse par le pôle (.r', i/') de lu 
première. 

D'après la constriiclion indiquée pniefidemmeiil, lii polaire du point f 
est la droile pg; on peut dire aussi que lotite droile P, qtii passe jiar un 
point f, a son pôle sur la polaire de ce point. 

Il en résulte que la polaire du point d'intersection de deux droites passe 
par les pôles de ces droites, et, réciproquement, le pôle d'une droite qiii 
joint di'ux point<{ est l mlerseclîon des polaires coi i esj. ondantcs 

Lorsque deu\ points Icli que p oi g jouissent de cette propriété, que 
la poliiirc de I un pnwe pu I autre, on dit qu ils sont conjugués par 
rapport S la conique 11 ea visible que deu\ points conjugués «eiont les 
conjugues haimoniqucs pn rappoit lux points ou la dioite qui les 
réunit reneonlre la courbe 

On appelle aussi rfjoifps conjuguies par rappoit d iinc conique, deii\ 
droites telles que le pôle dt, lune se tiou^c sui I lutre Dlu\ droites 
conjuguées forment toujours avec les tangentes, menées de leur point 
d'intersection à la courbe, un faisceau harmonique. 

Ex. ■ , Ti'Ouver les équations dea tangentes à la conique ii/' — ôxi; -i-x^ — H?/ — 2b 
— 5 := 0, aux points oii elle [■«neoiiti'e l'axe des ai. 

B. 7y — aB-f-e^O, y -H 2j! -1-2 = 0. 

Ks. ï, Qaclle tst (a polaire de l'origine par rappni't à la conique f(ir, j/)=0? 

U, D./-i-Eœ-i-F = 0. 
Eï. 8. Quelle est lu polaire du centre de la conique f (œ, ^1 = tl '! 
B. Une Jrniteâ t'inlini. 

Eï. *■ Ecrire lea équations des tangentes issues de l'origine et k poluirc (le en point 
pour la conique y' — "ixy -i-^y — i« — 2 =^ 0. 

B. 5j/= — 83T/ -I- il» = 0, y — 2a! — 2 = 0. 

Ex. «. Déterminer le pôle d'une droite px-t-qy -i-r =^0 par rapport à lu conique 
f(a:,rt = 0. 
L'cqufltioii lie la polaire du poiiil (ar', y') peuL se mettre sous la forme 

X (%■ ■+■ Cx' H- E] + !/ (Ay'-H Hjt' -1- D] -h Dy' -i- Ea;' -(- F — i 
le« équations qui détenuincnt le pôle eliercJié seront 

%' -1- Ca' -H B _ Aj/' -1- Bai' -I- n _ ï) y' -1- E^' H- F 
p ~ 1 ~ r 
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S.\. s. Les jinlulrcs d'un pami lixn |)ur rapport » toutes Irs coniques qui passpiil paf 
quotra points donniSs eoitcoupeiil en un m^ma point. 

En effet, lu poluïrc d'un (loint (j;', y') par rapport à une conique représentée pai' 
iin'u' +■ 2Ja-!/ -t- hi'x' — im' (b + l') y — !/l/{n -f- «'] a: -t- oc't'/ = 0, 
R pour équation 

2n«'î'J('-)-21(3-/-t- ja/) -i- 2Wv W— nn'(f)+fi') fe+J'') - W/ii+n') (i+ï')-I- 2na'6'/= fl; 
die renferme un coeQîcient inilëlopmincet représente ti es droites passont |iiir un piiiiit 
fixe. Lorsque œ' = 0, y' =3 0, il vient 

„„' (6 ^b')y + W (a -t- «') 3! — 2(iq'66' = 0. 
I,n polaire de l'origiiio pnr rnpport à une conique quelconque de In s^pif est une 
droito ri\e. Il est facile de vérifier que «elle droite passe par le point d'interseelion des 
<liaj>onales el celui de deuï eôlés opposés du quadrilatère, et que le triangle dont les 
somnii^ts sont les points de eoncnurs des câtés opposés et eelui des diagonales jouit de 
celte propriété, que chaque edié est la polaire dn sommet opposé. 

Ex. >. Le lieu des pôles d'une droite fi.te par rapport ii loutes les coniques clr- 
eouseriles à un quadrilatère est une section conique. 

Si)itpat + çjf4-r = la droite donnée; pour trouver le lieu dn pfile de ccLtii droile, 
il faut éliminer J, entre les équations 

2)y + 2'('/t' — {,'<■ In + n'I 2""';/' -t-2)*' - m,' [h -t- b') 





P 1 




- .,;■ ('. + f/| ,/ - 1,1/ (f. *■ «■) .r' + %„'l,!,' 


Le rés 


ulEat de l'éliminalion es! l'équation du second dpjiré 


[',{b^b 


■) H- 2H m'y" -+- [ibl/ ('• -t- a-) — pim' (h -+- b')] x'i/' — {p '" + "') 




_ [2W/, + (4 + i') ,.] „a'^' + [a,„> -^ („ + „', ,.] lAV = 0, 



^ ft. SniPJ.IC.\TIO\ Dl! l'équation ru SrCOND DKCRÉ. 

158. Nous nvons vu (|iielcs propriétds du fionlre et desdinmèCrcs pcr- 
moltcnl de raniniur réquiUton générale des coniques ù des fornir-'i plus 
simples. Nous nous proposons, dans ce para- 
graphe, d'indiquer le cnleul des cociricienis qui 
cnirent dnns Vi qiialinn finnie. 

SuppO"ons, (Il lu'cniier lieu, que l'cqualian I 
g(,nctalG 

(1) Ay* + 2Br^ -i- Cx^ -i- 2D!/ h- 2E3; + F = ] 
repuscnte nnc courbe à centre. Après av 
diilenniné le^. coordonnées m et (3 de ce point , on y piaf 
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LV'qualion (1) est alors privée des tei'incs du premier degré en x el y, et 
se réduit k 

(2) Ay^-^ 2nxy H- Cji==If, 

où le nouveau coefficient se calcule par la formule 11= — (D(3 -t-Ea-i-F). 
Par nne transformation des coordonnées, il est toiijonrs possible de 
faire disparaître de l'équation (2) le terme en ry. Admettons que les axes 
Auxquels la courbe est actuellement rapportée soient peciangulaircs; 
amenons ces axes dans la position CX', CY', en les faisant tourner d'un 
angle 9 autour du point C. L'équation de la conique pour les nouveaux 
a\cs s'obtient au moyen des formules 

3) == .v' cos ç — y' sin <p, y ^x' sin <p + y' cos <p. 
La substitution de ces valeurs conduit à une équation de la formi^ 
(3) Wy'^ -4- 2Ra-'!/' + Nx'^ = H, 

dans laquelle 
m=Acos=(p — 2Bsin<5cos9-i-Csin'o, K=Asin^tp-i-2Bsinçcos(p-f-Ccos^'P 
]t = A sin (p cos ç — B sin' tp + B cos^ ip — C sin 9 cos 9. 
Pour délerminer la valeur de ç qui annule R, posons : 

A sin tp cos qj — B sin* (p -+- B cos^ m — C sin cp cos ç = 0, 
ou bien 

(4) (A — C) sin 2^ H- 2B cos 2? = 0. 

On en tire, tang 2ip = p— r-'^"'' ^^' ''""Sl" pl"^ P'^'it 1"" ^' *^""' 
k tangente répond à celte valeur; les angles 

2^', 2;p' -)- TT, 2Œ.'H-2n-, 2ffl' -f- on,.... 
ont la même tangenic, et, par suite, les valeurs 



satisfont à l'équation R = 0; mais elles ne donnent que quatre directions 
opposées formant un seul système d'ases rectangulaires. Dans l'ellipse et 
l'hyperbole, on ne peut pas avoir en même temps, B = 0, A= C; ilonc, 
il existe toujours un système d'axes rectangulaires et un seul pour lequel 
l'équation d'une conique à centre est de la forme 
(5) H,' + Si' = ll, 
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Dans le cercle, ces enndilîons étant satisfaites, tang 2y a une viilciir 
indéterminée : cette courlie conserve la même forme d'éqnatinn jjour tons 
les axes rectangulaires dont l'origine est au centre. 

159. Il reste à indîqner le calcul des coefficients M et N de l'éqnn- 
tion {5). Afin de l'effeetuer plus facilement, nous allons montrer que les 
quantités A -i- C et AC — B' conservent les mêmes valeurs poiii- tous les 
systèmes d'axes rectangulaires. Si on ajoute membre à membre les éqtia- 
lions qui définissent les coefficients M ci N, on trouve 

(«) M + N = A -H C ; 

ce qui démontre la première partie de la proposition. 

La soustraction des mêmes équations donne 

(|3) M — N = (A — C) cos 2? - 2B sin â-p ; 

de phis, on a aussi 

(y) 2R = (A — C) sin 2o -^- 2B cos Sy. 

Élevons au carré les relations (a), (|3), (y) et rclraneboos ensuite de la 

première les deux autres; il viendra 

4(MK — a^) = 4(AC — lî-'); 

c'est la relation qu'il fallait établir. 

En vertu de celle propriété, les équations qui déterminent M et IV seront 

M + IV = A + C, MX = AC — B% 

en remarquant que R = 0, pour le système d'axes particuiiers qui cor- 

2IÎ 
respotid à lang i^^- — -Il sultit donc, pour trouver ces cociricicnts, 

de résoudre l'équation 

js— (A -4- C) s; -+- AC — B= = 0. 

160. Il est visible, d'après la forme de l'équation (5), que les axes des 
coordonnées sont deux diamètres conjugués, et, par conséquent, ils coïn- 
cident en direction avec les axes de la courbe. Le binôme caractéristique 
B^ — AC se réduit à — i\IN; l'équation (o) représentera donc une ellipse ou 
une hyperbole suivant que les coelficients M el ÎV sont de même signe 
ou de signe différent. 

Supposons M, N et 11 positifs ; on a l'équation 
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,,„,„, , „ 0, , _ ^/1| . ,„„„, , , „. , „ y'\ ,,,„„„, ., 



''"\/s' ''-\/.v 



rc, N = -, M^-. En Sdbstiiiiant e 



(6) ::,*k~U 



c'est l'é(|uiilioii (le l'ellipse rapporfde à son centre et it ses nxcs; a et A 
sont les longueurs des tlcmi-nxes de la courbe. 

Si M est négatif, N et 11 posilirs, l'équation (3) peut s'écrire 
fiz^ — 'S\f -=\\. 

lîn posant « = 4 /- ! 6 = \/ — , il viciU N = — > M=--;et, 
y iN y M «-6* 



ponr i'é([iinlion {le l'hyperltole rapportée ù son eenirc et ii ses axes ; a et t 
sont les longueurs des deint-axes. Il fatit remanjucr que t'Iiyperbolc ne 
pcnconire pas l'axe des y\ car, pour j; ^ 0, »/ =-- ± fi ^Z — 1 ; il y a 
toujours un des deux as.es qui est imaginaire. 

>GI. Supposons que les axes auxquels est rapportée la conique de 
l'équation 

Sf- -t- mxxj + Cx* = H 

soient oblieiues, et fassent entre eux un angle G, Avant d'appliquer la 
réduction précédente, on doit rendre les axes rectangulaires. Pour plus 
de facilité, conservons le même axe des x, et prenons, pour axe des y, 
une droite qui lui est perpendiculaire. Oans ee cas, les formules de trans- 
formation sont 



sine 



.'/ --t; 
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.\|ii'ùs la substitution, ri;i|uaiio[i di; la uoliîijuc duvicdt 
A'ij'^ -\- 'iW'x'ij' -r- C'j;'- = II, 

, A— 21lp,osQ + (:c 



Cornmf les quiinlités A' + C et A'C — U'^ sont coiistoatcs piiiir 
ixes rcctnngulaires, les expcessîons 

A H- C--2B(;ose AC — li' 



31'vcnl les mêmes valeurs pour tous les axes obliques, 
s équaiions qui détei'iiiincnt M et N seront 



162. Consideroiis, iniiiutenant, le cas où l'équalion générnle du second 
degré 

Af ■+- i>Bx)/ -H Cx^ ■+■ 2Dj/ -H 2K3; -I- F = 
représenle une parabole. Dans celte hypothèse, B^ — AC = 0, et les trois 
pi'cmîecs termes forment un carré parfait; réqnation de la courbe peut 
s'écrire, en posant n = [/Â^ m = ]/C, 

{mx M- Hy)' + 21)!/ -f- 2Ej: -+- F =^ 0. 

Prenons pour axe desx la droite mr -t- ni/ = 0, et, pour nxedcs y, une 
perpendiculaire à cette droite ayant pour équation 3ix — my = 0. Si les 
axes primilifs sont rectangulaires, et si a représente l'angle du nouvel axe 
des X axec l'ancien, on a 



En posant ■. /^ = m^ -4- n^, les formules de transformation (N" 8) seront 



j = — , — 
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La siibslitulioii de ces viilcurs conduit à une ùqualion de la forme 

aij'^ H- 26y' + 2«' -f- f = 0, 
dans Inriuelle 

u = l^, 6 = Dn + Em, c = E» — Dm, f= IV. 
Transpoctoiis les a\es parallèlement à eux-mêmes an point {x,, yi) 
et posons : x' = a;" -+- aii, y' = j" + ^i ; l'equalioii précédente devient 
ai/"^ H- 2(af/i + 6)î/" -i- ^cx" -t- ayi^ + 26^1 ■+■ ^cxi -h r-=(). 
On pcnt disposer de xi et de »/,, de manière à satisfaire aux relations 
ay, -h b — 0, ay,^ -f %yi ■+■ ^cx, h- f = 0; 
on en tire 

b _ h'-af 

Pour cette oi'iginc et pour ce système d'axes, l'équation de la parabole 
esi de la forme 

y''^'-2px, 

où p=^ — î c'est-à-dire, en fonction des cocflieienls de l'équation 

générale, 

_ D/H — E?t Dj/C — E/A 

Quand les axes primitifs sont obliques, la droite ma; ■+ hi/ = étant le 
nouvel axe des x, on a 



lang « 



wsin G 



n.-—m cos 9 

et /* = m^ -H «^ — ■ 2m« eos 9. Si on substitue ces expressions dans les 
formules de transformation (N° 8) pour passer d'un système d'axes obli- 
ques à un système d'axes rectangulaires 
:'sin(6-^)-)/cos(B^«) 







sinl 






on trouve 










nx' sin E 


) ■^- 


(m-Hc 


:os0)y' 


!/ = 






(sinO 








«»)»' 
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TîemaîqKe. De l'éfiiiation de la paraliole 

{mx -+- ni/)2 4- 2Di/ + 2Ea: + F = 0, 



(mx -+ nyf 
2U)/ -4- 2Ex + !■■ " 






e'est-ii-dirc que le carré de la pcppendieiilaire, abaissée d'an point 
M (x, j) de la courbe sur la droite ma: -i- ny <= 0, est dans un rapport 
constant avec la perpendiculaire abaissée du même poini sur la droite 
2D(; -t- âlia: -t- F = 0. Or, si on prend ces droites pour axes, les perpen- 
diculaires sont proportionnelles aux coordonnés x', y' du point cor- 
respondant relativement aux axes nouveaux, et, par suite, l'équation de la 

parabole sera de la forme -7 ^= 21 ou y'^=''i.lx', l étant une constante. 

!! en résulte que le nouvel axe des x ou la droite mx + jit/ = est un 
diamètre; car, pour une valeur donnée à x', on a deux valeurs égaies et de 
signes contraires pour y'. De plus, la droite 2Di/ -1- 2Ea; -t- F = 0, qui est 
l'axe des y', est tangente h la courbe à l'extrémité du diamètre : car, pour 
trouver les points de rencontre de la droite avec la parabole, il faut 
résoudre les équations 

mx ->- ny = 0, 2D;/ + 2Er + F = 

qui ne donnent qu'un seul système de valeurs pour x ely ; de sorte que la 
droite représentée parla seconde équation rencontre la courbe en deux 
points qui coïncident. Ainsi la parabole, rapportée à un diamètre et à la 
tangente à l'extrémité de ee diamètre, est toujours représentée par une 
équation de la forme i/' ^ 2/»x. 
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Iteinarijue 2. En désisnûnl pnr /; iiii coeiTicient iiidéfcrmint', rûqiinlion 
de I.i parabolp peut s'écrire 

[mx -H n>j -h ky -«- 2(D — nk) y -p 2(E — mit) x -^ V — le = '). 

Ln .iroite ma,- -+- mj -+-/; = est an diii mètre, et In droite 2{D — uk)ii 
-k- 2(E — mk) ic •+• F — /f' = est la tangente à l'extréinitc de ce di.i- 
mctrc. Lorsque ces droites sont perjiendiculaircs, on Ji la relation 

m (E — mk) -i- h fD — «/) = 0, (l'on /.■ ■-= ^'\~^ '" " ■ 

II en résiille que l'equaliori de ra\e d'une parabole, rein-cscnfi'e p.'ir 
(iiix -1- nyf -(- 2D^ -t- 2Ex + F = 0, sera de la forme 

nn -4- V.m 
mx -+- n<j H ^ ^= 0. 

Si les axes primitiTs éiaienl obliques, on aurail, pour l.i coiidilion de 
pprprndietihirilë, 

m (E -- mk) + n{\) — nk) — [;» {D — nk] -t- h (E — m!;)] cos Q = ; 
par suite, l'ôqualion de l'axe sera 

T>n -+- Em — (Dm -*~ En) cosi S „ 
■'' ,„2 ^ „s _ 2,„„ cos 

Applications diveraes des tliéories générales. 

J!.\. f . Trouver l'équation d'unu conique passant pur Ips poiuls |0, 0), ;l, — 2), 
(n, - 1), fit inngenlc aus droites y — 2j! = 0, j/ — x + 1 = 0. 
R. î,'_5a:ï — 6*î -«-!/- 2a! = 0. 
Kï. a. Trouver les asymplotps de la couibc rcpréspiilec par l'équation 

R. i[j:-y)-<rÔ = 0, i(!r + 5!/)-.-13 = 0. 
lis, 3, Clierelier U condition pour que la clrnile nx + r'j+- I =0 loucJio la coniipie 

R. (D» - AFlti'-t- 2(BF — DE) -;« -t- lE» - CFly* -i- 2(At: — RO) u 
+ a((;D— l!E)u-i-l!'- AC = 0. 
Ex. J. Cherelier V.i conilition piiur que l'ine des x joil langent l'i l'origine à la 
conique f{:>-,!/) = 0. 

II. F^t), K = (l, D^ll. 
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En. a. Par un point doiidc, mener une eorde qui soit divisée en deux parlies (igafe 
par ce point. Si ou prend ee point pour pôle, réquatioii du second degré en coor- 
données polaires 

(A sin» 6, -4- 2B sin « cos » -i- C cos*^ ^) p' h- 2 [D sin w + E eos w) p -t- F = 
aura des racines égales et de signes contraires avec la condition D sin w + E cos w :^ 0; 
par suite, la droite Di/ -t- Ea; = est coupée en deux parties égales à l'origine. Si le 
point donné était le centre, on aurait D :^ 0, E ^ el la condition précédente serait 
toujours satisfaite. 

Es. O. Trouver les équations aux axes des coniques snivantcs ; 

(3) ji'-xy + a' = l, {i) ,jx^h\ 

n. (I| (3-l-l/3Î!,»-t-(3-l/a)T' = *, (2) (2-Hi/2)y= + (3_V/2j,= = ^, 
(5) 5a' -*-''' = 2, (i) y^'-^'^k'. 

Ex. 9. Quelles sont les équations réduites des paraboles 

(1) y= — 2icy -i- œ' ^ 2y -4- ffi + 3 = 0, 

(2) 1 Gy" -+- 243!y + Sï*^ -(- 6j -i- 2œ + S = 0? 

R. (1) !,' = ^«, (2) !/'=|^. 

Es. S. Que représentent les équations 

(ic -+- !/ - 2)= = !/ - 3œ, 
(r + !/ — !!)' = !/ — 23^ + 8? 
Ek. •. Que représente l'équation j' + mcy-i-ajs = f dans laquelle m est une 
constante arbitraire? 

R. Des coniques dont les ascs coïncident. 

Es. to. Chercher la condition pour que les coniques 

Ay" -ff SBt!/ -1- Cx^ -t. 2Dy -i- 2Ea^ + F = 0, 
ay^ -H ibxy -+- ex' -t- 2dy -(- 2ra -t- f = 
aient leurs ascs parallèles. 

Es. 1». Trouver l'équation des diamètres communs des coniques 
A;/' H- 2B^ï + &= = I , J (^= -I- y'I = I, 
ainsi que la condition pour que les deux courbes soient tangentes. 

R. (A-J)«' + 2BÉrj-h(C-))œ' = 0i (A~))(C-J)=B3. 
Es, l«. Déterminer la condition pour que l'ase des œ soit une asymplole de la 
coniqnef{a;,!/) = 0. 



yGoosle 



— 202 — 
' (]ue lus asymptote 5 de U cnniquc f (ai, ?/)^=0 ; 
n, i^^l -—cosfl = 0,{nws obliques); 

A + = 0, (axps rectangulaires), 
i'cqdiitioii dfi l'axe de la paraholo 



v^^^= 



0]_y_ "' — "' 

ft 6 rt' -+- 6' + 2«'' cos e 
réquBtion giiniifale d'une conique à «cj 
- ACF — CD' — AP — F7i= + 2EDIÎ ; 



montrer que l'équation générale peut se r 



a forme 



AC- 



Ys 



/,' C /(' C(AC-H') 

Eï, «s. Que [Tprésentent les équnlioiis 

lorsque M, N sont des fonctions lini5»ives des eooidoniiées :c i-i 
Êi. «*. Iiitcrpi^t«r les équations 

am -{- niKL + liLîI = 0, 
L.\-f-™n = (ï, 

lorsque L, M, N, P représentent des iiolynôrncs du premier de 
Ex. 18. Si, par un point 0, on tiro deux sécantes qi 
OP. ■ OPi 

' oy. ■ OQ, 

es reste k m^me. (Newton.) 

Ex. «». Déduire du théorème précôdeiit les corollaires suivant. 

1" Les produits OP, - Ol's et OQ, ■ OQs sont entre eux comm 
génies parallèles aux séeanliis. 

2° Les mêmes rectangles sont entre uux comme les carres des ili 
aux cordes. 

3° Les tangentes menéus d'un point quelconque à une coniqui 
comme les diamèlres parallèks fi ces tangentes. 



points Pi, P, î Q„ Qi, le rapport ^ 
pourvu que la direc 



t eenstant, ( 






les c 
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Ex. »a. SI los iifllés d'uu triangle AH, UC, C\ reiiconlf 
mcLit aux points Ci, Caj Ai, Aa; Bi, B,, on a la relation 
AC. ■ ACa - BA, ■ BAa -CBi-CBa 
AB, ■ ABa ■ BC, ■ BC, ■ CA^ . CA^ ~ 
Montrer qu'on a une relation analogue pour un polygone quelconque (Csiinot). 

Ex. al. D'nn point M on abaisse les perpendiculaires MP et HQ sur deux droites 
fixes ; trouver le lieu du point M, lorsque PQ passe par un point fixe. 

Ex. ss. Par un point fixe du plan d'un nn§1c donné XOY, on mène uno sécante 
quelconque, et, par les points où elle rencontre les câtés, on (ire des droites parallèles 
h ces cdtcs; trouver le lieu du point d'intersection de ces parallèles, 

Ex. X3. Trouver le lieu d'un point dont l'ordonnée est itioyetine proportionnelle 
enti'e les ordonnées eorrespondantes de deux droites fixes. 

Ex. xt. Étant données la base et le somme des côtés d'un triangle, trouver le lieu du 
centre du cercle inscrit. 

Ex. as. Étant données la base et la somme des cotés, trouver le lieu du point d'in- 
tersection des médianes. 

Ex. ««. Trouver le lieu géométrique des centres de gravité des triangles qui ont 
mente base et même angle au sommet. 

Ex. «9. Quel est le lieu géométrique des centres des cercles taugenis à une droite 
et passant par un point donné. 

Ex. a«. Chercher l'équation du lieu des centres des cci'clcs tangents k la fois à une 
droite et k un cercle donnés. 

Ex. a». Trouver le lieu du centre d'un cercle qui intcrceplo, sur deux lignes fixes, 
deux longueurs données. 

Ex. So. Trouver le lieu du centre d'un cercle qui passe par un point et qui inter- 
cepte, sur une ligne fixe, une longueur donnée. 

Ek. 3«. Trouver le lieu du centre d'un cercle qui coupe deux cercles fixes sous des 
angles donnés. 

Ex. sa. On donne uu cercle tangent à deux droites rectangulaires aux points Pet Q; 
on mène une tungunte quelconque qui rencontre les mêmes droites aux points It et S. 
Trouver le lieu du point de rencontre des droites PS et QR. 

Ex. sa. (In triangle ABC est circonscrit à ui) cercle, si l'angle C est constant et si 
le sommet B décrit une droite, quel sera le lieu du sommet A ? 

Ex. 34. Dans un trapèze ABCD, le cote AB est donné en grandeur et en position ; 
de plus, on donne la longueur du côté parallèle CD et la somme dos deux autres côtés. 
Trouver le lieu du point d'intersection des diagonales. 

Ex. »S. On donne deux coniques S et s; trouver le lieu du poie d'une tangente 
quelconque de s par rapport & la courbe S. 

Ex. 8«. Si, a partir de chaque point C d'une droite terminée aux points A et B, on 
porte, dans une direction constante, une longueur proportionnelle à la moyenne 
géométrique des segments CA et CB, l'extrémité de cette longueur a pour lieu une 

Ex, 89. Trouver la courbe telle que, si l'on mène une tangente quelcojiqno termiiiée 
aux axes, celle tangente soit divisée on deux parties égales par le point de contact. 
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Ex. as. On donne une droite et un segment (!%« AB ; si l'en joint lui point P quel- 
conque du plan »ui points A et I), les lignes PA et Pti vont déterminer, sur la droite 
donnée, la perspective A'B' du segment. Quelle courbe doit décrire le point P pour que 
celte perspective conserve toujonrs la même grandeur ? 

Ex. »0. AB et CD sont perpendiculaires à une même droite AC. On prend, sur CD, 
un point Q quelconque, et, sur AQ, un point M dont la distance k AB soit égale à CQ ; 
trouver le lieu du point M. 

Ex. 40. Par deux points fixa A et B pris sur une ellipse donnée, on fait passer des 
cercles varlnbles; trouver ie lieu du point M où concourent les tangentes commuDes au 
cercle et à l'ellipse. 

Ex. 11. Trouver le lieu d'un point M doEit ie rappoH des distances k un point fixa 

et à une droite donnée est constant et égal à — ■ Indiquer la nature de la courbe, si ce 

rapport est plus petit, plus grand ou égal à j . 

Ex. 19. On donne deux angles de grandeur déterminée; supposons qu'on les fasse 
tourner autour de leurs sommets respectifs, de manière que deux de leurs côtés se 
coupent sur une droite fixe ; montrer que le point d'intersection des deux autres côtés 
décrira une section conique. (Newton.) 
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CHAPITRE VU. 

COURBES DU SECOND ORDRE (suitl). 



Ëination générale in second âegré eu coorâonnées triangnlaires et 
tangontielles. 



Shmmiibe. — Délermirtalion du genre de la courbe mprcsenlée par téqitation dit second 
degré eti coordonnées triangulaires. Centre, diamètre, tangente, pôle et polaire dam 
Ici courbes du second ordre, — Formes de l'équation d'une conique rapportée à un 
triangle circonscrit, inscril el conjugué ; à un quadrilatère inscrit el ci 



$ i. ÉQUATIONS US COOHDONNÉES TltlANGULAIIIE^, DU CEKTBE, DU DIAMÈTRE 
DE LA TANGENTE ET DE LA POLAIRE DANS LES COURBES DU SECOND ORDRE. 



■ 63. L'équation généraîe du second degvé en coordonuùcs triiingu- 
Inires est de forme 
(1) l'(A,B, C) = iA^ + iKB*-v- hC= ^ 2/'BC -»- Sm'CA -H 2h'AB = 0. 

Comme les lettres A, B, C représentent des fonctions du premier degré 
en X et y, J'cquation (1) est aussi du second degic par ta] pott a ces der 
nières variables et représente une sectjon coi ique elle renferme cinq 
paramètres arbitraires, dont on peut disposu p»ur faire concider la 
courbe de l'équation (1) avec une section conique quelconque 

Afin de déterminer l'espèce de couibc lepiesenlei. par une équation de 
la forme (1), cherchons les p ints du lieu 'iitués \ 1 infini Nous savons 
que la droite de l'équation 

(D) hA -+- 6li -1- cC -= 



y Google 



— 206 — 

est située dans le pîjui à î'infini; éliminons € entre (D) et (1); on trouvera 

c"{(A^ -+- mB^ -1- 2«'Ali)— 2c («A + 6B} (/'B -t- m'A) m- «(aA -t- fcK)^=0, 

ou bien, 

((c^ + Ha^ — 2m'Bc)A'-i-2(«V — /'ac— m'6c+na6)Ali-i.(mc*'*-H6^ — 2i'6c}B'==0. 

Cette équation représente deux droites issues du point de référence y, et 
passant par les points d'intersection de la conique avec la droite à l'infini ; 
elle donne deux droites réelles et différentes, deux droites (jui coïncident 
ou deux droites imaginaires, suivant que 

(n'c^ — l'ac. — m'bc -t- nahY^[k^ ■+■ «a= — 2m'ae) (me' 4- «6^ -t- 2l'bc). 

Dans le premier cas, l'équation représente une hyperbole, dans le 
deuxième une parabole, et dans le troisième une ellipse. 

Ifi4. lYouvei- les équatiojis du centre de la conique représentée par 
f(A, B, C) = 0. 

Soient A,, B,, Ci les coordonnées inconnues du centre; les équations 
d'une droite qui passe par ce point sont de ia forme 



On en tire : A = Ai + J,p, B = B| -v up, C = Ci + vp; en substituant 
ces valeurs dans l'équation de In conique, il vient 

/(A, + ).p)^ + ra(B, -.- p.p)^ -f- h(C. -1- vp)' 
^-2i'{!ii-i-['p)(C,+vp)-4-2m'(C,-f-vp)(A.+?,p)+2H'(A,+îp)(B,+^up)=0. 

Développons le premier membre, et représentons par f',{A, B, C), 
f'B(A, B, C), f',(A, B, C), les dérivées partielles r(A, B, C), prises par 
rapport à A, B, C; l'équation précédente peut se mettre sous la forme 
(«) p' f(^, p., v) + p[U'.(A„ B„ C) + f. f, + V f'„] -t- f (A,, B,, C) = ; 

elle donne les valeurs de p pour les points d'intersection de la droite et de 
la courbe; comme le centre est au milieu de la corde, les racines doivent 
Être égales et de signes contraires, et, par suite, on doit avoir 

If. (Ai,B,,C,) + (i.(', -+- vf, = 
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quelle que soil lu direction de la corde, e'esl-à-dire, peur lo' 
do l, (X et y qui sniisfont à la relaîion (K° !i9) 
al ^ b^j-H- cv -= 0. 
Pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait les égalités 
f',(A..B,. C) Fd Ce 



En désignani par 2fc la valeur eomnitine de ces ra|)porls, et e 



tuant aux dérivées leurs valeurs, on obtiendra les coordonnées du 
par la résoJulion des équations suivantes ; 

IX, -t- îi'B, -+■ !»'C, — Im = 0, 
n'A, ■+■ mB, -v- l'C, — kb = 0, 
m'A, + l'Bi -+- îif:,— /rc=0, 
aA, -t- &Bi -+- c€, -t- 2S = 0. 



subsii- 
centre 



"abréger, posons 








n' m V 
m' l' )i 


'«=4 


( «• 111 


1, 11 = 1 
2S 


( »■ m' 
»' 1» f 


a b c 




a b c 




a t c 



m l' 
l' n 



aV^bii + dW K' 



Le centre sera à l'infini, el, par conséquent, 
reprëseiitcra une parabale, si K -= 0. 
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r = - 



lOA. Trouver la (onf/'ieur d'un dîaiiiHre. 

Si on mène par le centre (A], Bi, Ci) uue droite, l'équation {a) ne ren- 
ferme plus la première puissance de p, et elle donne 
f(A,,B,,C,) 

c'est le earré du demi-diamèti'e de direetion {l, {x, v). On pent exprimer 

le numérateur en fonction de H et de K. En effet, d'après les équations 

du centre et une propriélc des fonctions homogènes, on aura les rcI;ilions 

2t(Ai, B„Ci) = A, f» -i-B,r> -(-C,fc = 2ft(Aia-+-B,6-t-Cif;) 

w 

viendra 

II . 



et, en remplaça 


nt A- par s 

1 


.•."l=„^,i,,: 

:(,\„B„c,)--j 


pa.' suite, 




II 



^ K-f(l, u,v) 
1 66. Chercher l'équation du diamètre qui divise en deux parties égales 
tes cordes parallèles à une direction (k, ji, v). 

Menons une droite de direetion (1, (x, v) qni rencontre la coniqnc en 
deux points IVI et M'. Soit I (A', B', C) le milieu de la corde MM' ; ccHc-ci 
sera représenlée par les équatinns 

A — A' _ B — B' C — C' _ 

Substituons, dans l'équalion de la conique, au\ coordonnées A, B, C les 
valeurs A' -i- Ip, B' -h ,up, C -t- vp tirées de ces équations ; on aura, poul- 
ies points M et M', 

p' r(A, fi, v) + p P> (\ {A', B', C) + iii'„^v f'„] + f (A', B', C'} = 0. 

Cette équation doit avoir des racines égales et de signes contraires, 
puisque le point (A' B' C), à partir duquel se compte la dislnnce p, se 
trouve au milieu de la corde, et, par conséquent 

1 f. (A' B' C) -+- [A f „ -H y f, = 0. 

La corde MM' étant quelconque, les coordonnées (lu milieu de toiile 
corde de même direction satisfont à l'équation 

/ f. (A, B, C) -H pr. r„ {A, B, C) + V f. (A, B. C) ^ 0, 
qui sera celle du diamètre ; elle est du premier degré en A, B, C cl repré- 
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sente une droite qui passe par le r.ciitrc : car, pi>iir ce point, les valeurs 
des dérivées étant proportionnelles à a, b, c, on a 

al + 6;^ -1- cw = : 
reialion qui est satisfaite par les quantités 1, w et v. 

Les coordonnées du centre étant proportionnelles à P, Q, R, Téquation 
d'un diamètre qui passe par un point (A', lî', C) de la conique peut 
aussi s'écrire 

ABC 
A' B' C 
P Q R 



167. Trouver l'équation de la tangente à ht c,om(jue ((X,'B,Cj'=0 
au j>oi>il {A', B', C). 

L'équation d'une corde qui ,juint deux points (A', B', C), (A", B", C") 
de la courbe est de la forme 

/ (A — A') (A — A") + w (B — B') (B — B") -i- « (C — C) {C — G") 

-4-2/'(B — B')(C-C")^-2m'(C — C')(A-A"}+-2»'(A — A')(B — B") 

= lA.^ -t- mB^ H- nC* + 2^80 + 2»i'CA + 2«'AB ; 

car, après la multiplication et la suppression des ternies communs aux 
deux membres, elle s'abaisse au premier degré; de plus, elle est satisfaite 
par les coordonnées des deux poinis, eu égard aux relations 

(a') (A'^ -1- niB'^ -t- nC'^ + 2/'B'G' + 2m'C'A' + 2«'A'B' = 0, 
(a") /A'" -*- niB"^ ■+■ hC" + 9i'B"C" -t- 2m'G"A" -t- 2h'A"B" = 0. 

Supposons que le point (A", B", G") vienne se confondre avec le point 
(A', B', G'); la sécante devient tangente à la conique et son équation est 
alors 

; (A — \J -^ m (B — B')'' + H (C — C'f 
+ 2m'(C - C) (A ~ A') -4- 2«'(A — A') (B - B' 
-»- 2ni'CA -4- 2rt'An. 
En développant et faisant usage de la relation (a'), lYqualîon de la lan- 
genlc an point (A', B', G') est de la forme 
lAA' + mBB' -t-«CC' + i'(CB'-i- BG') + jm'(AC' + CA') + h'(AB' -i- BA')=0, 



i-2;'(IS — B')(C — C) 

= /A5-+-Hil!5+«C^-i-2i'BC 



yGoosle 



— 210 — 

ou bien, en groupant les termes qui [itulliplient A, B, C, 
A r. (A', B', C) -H B f'3 -f- C f'c = 0. 



1C8. Trouver l'équation de la corde des contacts des tangentes issues 
<îupoint{\',B',C'}à laconique f (A, B,C) = 0. 

Soient (A,, Bi, Ci), (Aa, Bs, Ca) les points de cùnliici de ces tangentes; 
l'une d'elle a pour équation 

/AA,+ mBBn-HCC, + i'(B<;i + CB,)-t-™'{AC,+ CA0-+-»'(AB, + BA,)=-O; 
mais elle passe par le point (A', B', C), et, par suite, on doit avoir 
(A'Ai-i-mB'Bi^-HC'Ci-4-;'(B'Ci-+-G'BO+m'(A'C,-i-C'AO-t-w'(A'B,-i-B'A,)=0: 
relation qui exprime aussi que le point (Ai, B], Ci) se trouve sur la droite 
représentée par 

(P) ;AA'-+-mBB'+nCC'+r(BC'-i-CB')-i-)K'{AC'+CA')-i-«'(AB'-t-BA')=0. 
On verrait de même que le seeond point de eontact (A», Bi, Cs) se trouve 
sur la mémo droite. L'équation (P) est donc celle de la corde des contacts 
ou de la, polaire du point (A', B', C'}j eife peut se mettre sous la forme 

A i\ (A', B', C) -)- B f, + C f. = 0. 

1«9. Trouver les tangentes menées d'un point extérieur (A', B', C) à 
la conique f [A, B, C) = 0. 

Les coordonnées d'un point quelconque de la droite qui joint (A', B', C) 
à un autre point {A", B", C") sont données par les formules 



p.A" ^ 



r^e£: 



I, en posant- = ?., 



A' . 



H' H 



).li" 



i - 



_ C -t- >.C" 
1 H- >. 

Pour les points d'inferscction de la droite avec la conique, 
satisfont à l'équation f {A, B, C) = 0; en substituant, on troui 
(AJ S'V -h P"). -h & = 0, 
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flans laquoilfi 

S" = r(A",B",C"),P"=A'T.(A',B',C') + iî"f'„-t-C"r„S'=f(A',îi',C'). 
Si la droite des points (A', B', G'), (A", B", G") est tangente à la conique, 
l'équiition (k) doit avoir des racines égales, et. par suite, 
P"' — 4S'S" = 0. 

En remplaçant A", B", C" par A, B, G, on iuira, pour les tangentes, 
menées du point (A', B', C') à la conique, 

[A î\ (A', B', C) + B f'„ + G f'o]'~4 f (A, B, C) S {A', B', C') = 0. 

Lorsque le point (A", B", C") est pris sur la polaire du point{A', B', G'), 
P" =0, et l'équation {k) a des racines égales et de signes contraires; on 
retrouve ainsi cette propriété de la polaire, de diviser harmoniquement 
toute sécante issne du pâle et rencontrant la courbe en deux points. 

130. Trouver l'équaiion des tangentes aux points où ta droite 
Î.A -+- pB + ïC = rencontre la conique ï (A, B, C) = 0; en déduire 
celle des asyniploles. 

Désignons par^A', B', G' les coordonnées du pôle de la droite donnée; 
les tangentes eherelices doivent se couper en ce point; par suite, 
l'équation, qui les définit, s'obtiendra en déterminant ces coordonnées 
pour les substituer dans l'cquation du numéro précédent. Identifions 
l'équation de la polaire avec celle de la droiie donnée. On aura 
r. (A', B', €')_!'. 



}. 



- = 2k ; 



d'où on 


tire 
























A r, (A' 


, B', C] + B r. 


-+- G r. 


AT. 


+ 


BT 


.+ 


CT 




2 f(A', li' 


,<^-' 


1 




),A -1- f^li + vG 




W 


f- 


Tiv 


-*■ 


»C' 




'U' 


-+-^B' 


^• 


■C 


et l'équf 


ilion du numéro 


prccédi 


But peut 


i'c, 


lire 
















(-/) 


k ()A + iJ-li -+ 


..C)" = 


:(W -^ 


pX 


' + 


■Ci 


f(A, 


li, 


C). 








D'un 


autre côté, les c 


galilcs ( 


p) donn» 


:nl 
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On 


en déduit 


















A' B' C 




n' m f 
o,' (■ 1. 




m' i: n 
t n' m' 




l n' m' 
«' m e 






ï u » 




l p V 




l p . 






/; W -+- ^]l' + i/C 






( n' m' 


l n' m' l 




n' m f 


„• ,„ r r 




m' l' n 


: ,»■ e n .\ 


U f, . 


En substituant à ^A' H- pB' -t- vC sa valeur dans l'équation {y], il 


viendra, pour les droites eliereliées, 


[ ( »■ m' l |t(A, B.C)-,- j 1 n' v,' 


(iA + fiB H- .C)- - 0. 




«' m e y. \ »' m V 






l F 


y 



















On arrive immcdinlcmeiit h IV'quntion (ies asym|)totcs, en siipposnnt 
([QC la droite soit à l'infini, c'est-à-dire, en remplnçant l, (/., -j par n, 6, c. 
On aupfi ainsi, ponr ces droiles, 

r(A,B,C)+H_0. 



§ 2. ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ EN COORDONNÉES 

lît. Lorsque les eoordonnées u cl v d'une droite ux + vy ■*- [ ^^ 0, 
qui se meut dans un plan, sntisfont à une équîition du second degré de 
la forme 

(1) f(M, u) = «»>' + 2&«u-i- eu' -1- 2rfw -t- 2e(' + /■= 0, 
l'enveloppe de la droite mobile est une section conique. 
En effet, éliminons i; entre les deux équations; on trouvera 
{ay^ — ^bxy -i- cx^)h^'+- ^{cx — hy -+- dy^ — exy]u -h c — ^ey -+- fy^^=0 
pour cliaqtie point du pian (s, y), cette équntion donne deux valeurs 
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pour u, et, par suile, il y a deux tangentes à la courbe enveloppe qui 
aboutissent ea ce point; mais, si ce dernierappartientà la courbe, les deux 
tangeiires coïncident et l'équation doit avoir des racines égales ; oh a donc 
la condition 

{ex — by -\- df — exyf = {aif —Ibxy ^ cx^) (c — %:y -+■ f}f) . 
En développant, on obtient, pour l'équation de la courbe enveloppe en 
X G\y, 
(2} {d^—af)y^ + ^{hf—de)xy-^-{fi^ — cf)x^-i-'i{aR—bd)y-i-'i[ed—he)x 

elle est du second degré et représente une section conique. 

Réciproquement, si la droite «j; -)- vy -t- i = se meut en restant tan- 
gente à la section conique 

(3) \y^ + 'iQxy ■+ Cx^ -h 2Di/ -*- 2Ea: h- F = 0, 
les coordonnées m et v satisfont à une relation du second degré de la 
forme (1). Pour le démonlrer, éliminons y entre (5) et l'équation de la 
droite ; il vient 
(Alt*— 2B»tî-i-Ci;*)i''-f-2(AM—Bii-D((u-t-Eu=)a:-t-A — 2Dv-t-Fu'=0. 

Lorsqu'on attribue à m et nies valeurs u,, in, l'équation précédente 
donne les abcisses des points de rencontre de la courbe avec la droite 
UiX -«- ^(1/ •+• 1 ^= ; mais, si celle droite est tangcnie à la conique, on doit 
avoir pour x des racines égales; et les paramètres m et v satisfont à la 
relation 

(Ai( — Bt) -Dwu-t- Eu-')= = (Aw^~2Bi(i; + Cu^) (A — 2Di> -t- Fu^), 
ou bien, après les réductions, 

(4) (D^ — AF) II" -4- 2 (BF — DE) «m + (E^ — CF) v^ + ^1 (AE — lîD) m 
+ 2 (CD — BE) V -+- B^ — AC = 0. 

Cette équation est du second degré et de la forme (1). 
Ces différentes équations nous montrent comment on passe, de l'équation 
d'une conique en coordonnées tangentielles m et y, à son équation en 
coordonnées car lésion nés, et réciproquement. Il est ulile de remarquer 
qu'avec l'équation entre les coordonnées u et v, on délermine le centre de 
la conique, en égalant à aéro les trois derniers termes, après avoir divise 
par 2 les coefiicienis de » et de v; car on a l'équation 

(AE — BD) « •*- (CD — BË) t! -t- B= — AC = 
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AE — lîD 

qui représente un point dont les coordonnées sont ^==t:^ r^ ' 



B^— -AG 



1 79. Trouver l'équation du point de contact d'une langetite (m', v') à la 
conique ( (m, u) = 0. 

Soient {;(', v'), (u", v") les eoordonniies de deux tangentes ; l'équation 
de leur point d'intersection peut s'écrire 

„ („ _ „.) („ - „") + 56 („ _ „') (. - „") + , („ _ ,/) („ _ „"] 

= au^ -V- -2buv ■+- CD* -r- %tu ■+■ ^ev -+- f; 

car, après (a suppression des termes communs, elle est du premier degré 

en M et «; de plus, elle est satisfaite par les coordonnées des deux droites, 

eu égard aux équations 

au'^ -+- 'ibu'v' ■+■ cv'^ ■+■ 2di/ -^- 2er' + /■= 0, 
«m"^-v- %u"v" -i- cv"^ -I- 2rfii" + 2cu" + /' = 0. 

Lorsque les tangentes se confondent, leur point d'intersection coïncide 
avec le point de contact, et ce dernier sera représenté par 

= Mw' -(- %uv + cv'' ■+■ 2du -^ 2ei; + f 
ou bien, en simplifiant, 
(5) auu' + b [uv' + .:«•) + cW + d (u + u') -^e{v+p')^ f^ 0. 

133. Chercher V équation du pôle d'une droite (u', v') relativement à la 
conique f (w, ") =0. 

Représentons par Ui,v, et «s, v, les coordonnées des tangentes à la 
conique, aux points où elle est rencontrée pnr la droite donnée; le point 
de contact de la première a pour équation 

auui H- 6 {nvi ■*- vui) -t- cvvi + d(it -i- Ui) + e(v ■+- Vi) -h ^=0; 
comme ce point se trouve sur la droite donnée, on a la relation 

au'uf ■+■ b {u'vt -t- v'ui) -t- co'vi ■+■ d (h' -i- u,) -t- e (v' -h v,) -h f= 
qui exprime aussi que la droite (w,, v,) passe par le point représenté par 
(6) ami' ■+■ b{uv' ■+■ vu') -+- cvv" -}- d(u + u'] -t- e (u -t- v') ■+- /"= 0. 
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On verrait également que la droite («s, Vs) passe par ce même point; 
donc l'équation (6) est celle de leur point d'i nier section ou du pôle de la 
droite donnée (u' «'). 

Ponr la droite à l'infini, on a m' ^ 0, ii' = 0, et le pôle de celle 
droite, e'csi-à-dire le centre de la conique aura pour équation 

rfw 4- eu -+- /"= ; 
ce qui confirme la règle donnée précédemmenf. 

t ?4. Délermiiier l'eapéce de la conique définie par l'équaiion 

/•(.,») = o. 

Afin de résoudre cette question, nous allons chercher les points de la 
courbe situés k l'infini. On sait qu'un point à l'infini a une équation de la 
forme M 4- mu = 0. Pour qu'il appartienne à la conique, il faut et U 
suffit que les Irangentes qui passent par ce point coïncident, c'est-à-dire 
que l'équation obtenue en éliminant «ait des racines égales. Or, cette 
équation est 

i;«{ain« — 26m + c) = 2u(dm — e) + /'^O; 
par suite, la condition énoncée sera esprimée par 

{dm — ey — f{am' — 26ni + o) = 0, 
ou bien, 

((/! _ af) m' — 2m {de ~ hf) + e^ ~ c/ = 0. 
Les valeurs de m données par cette équation correspondent aux points 
à l'infini de la courbe; elles sont réelles, égales ou imaginaires suivant 
que 

{de-bff-{f-cf){d^-af)'^(i, 



/"(ae^ 4- cti^ 4- fb^ — Mf— 2We) ^0. 

Donc, en supposant /"poiitif et en de-ignant par D la quantité entre 
crochets, la conique sei i une ellipie, une pirabole ou «ne hyperbole, 
suivant que D -ien plus petit tgal ou plus giand qne zéro; car, dans le 
premier cas les points a 1 infini sont imigniaires, dans le second ils 
coïncident, e! dms le troHiemc ils sont lécK 
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Eï. 1. Trouver l'ériuation des coniques tangentes auï axes des coordonnées. 

Si dans l'équatiun 

qm' + 2buv ■+■ eu' -(- 2du + 2eti -I- /■ = 0, 
on fait u=;0, il vient nu' -f-2ifM -l- /=;0. Cette équation donut; les tangentes [larallèles 
i l'axe des y ; car ut et «2 étant les racines, les tangentes correspondantes sont 
u,eH- 1 = 0, Vgx + 1 :=0. Comme la conique doit toucher l'axe des y, l'équation 
précédenle ne doit avoir qu'une racine Unie, etn =U. On venait de même que c = 0, 
si la courbe touche l'axe des ■». L'équation cherchée est de ia forme 
■ibilv -H 2rf« + 2eu -+- y = 0. 

Ex a. Trouver l'équation générale des coniques tangentes à deux droites données 

R.p («-a.) ("-",)+î("-t..l(«-«i) + »' («-".) (''-''i)-f-''(»-".)("-''.)-0. 

Elx. S. Equation des coniques inscrites dans le quadrilatère AA'BB'. 

Prenons pour axes les côtés AA'.BB' et soient OA = u, OA' = o', OB = !/, OB' = 6'; 
les équations des cotés du quadrilatère sont 

La conique étant tangente aux axes, son équation est 
forme 
(„ _ „,) {V _ «,) + ). {u - »,) (« - y,) = 0, 

"i, wi, "s, l'a sont les coordonnées des autres cfilés 

du quadrilatère ; ello ne renferme pas les termes en u' et 

en D*, et elle est satisfaite pour « ^ «, et u := t)i, « = iia 

etu = uj. Si OD remplace ces coordonnées par leurs 

des coniques inscrites au quadrilatère, 

\b' bj \a a' J al/ a'b 

La courbe serait complètement définie avec une nouvelle condition. 
Ex. 4. Le lieu des centres des coniques inscrites dans un quadrilatère est une droite 
qui passe pur les milieux des diagonales. (Newton.) 

Le centre d'une conique représentée par (A) est le [Joint de l'équation 

I nfinîlé de points situés sur 
es ol vaut les équations 




» 
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réqHation de la droite des MDlres en œ et i/ est 

^{b~b')x + 2(a — n') W -t- a'b' — ab = 0. 
I! est facile de vérifier qu'elle passe par les milieus dos trois diagonales du (juadri- 

Eï. S. Trouver la condition pour que l'équation générale représente deu\ points. 

R. (Irf — ne)' = (6' — noj (d^ — af). 

Es, o. LÎBU des pôles d'une droite fixe par rapport aux coniques inscrites dans un 

Le pôle d'uiit droite lixe («', u'j par rapport à une conique [h] a pour liquiitioii 

i tause de 1» présence de i, elle représente une iiilùiitc de points situés suf l,i droite 
dont les coordonnées satisfont aux équations 



f Î5, L'équation géncpale dti setond degré 
{7) f (A, B, C) = (A' -t- mW + mC^ m- 2('BG -i- 2m'CA + 2n'AB = 0, 

où A, B, C sonl les coordonnées tangentielles d'une droite mobile, e'est-à- 
dire les distances de cette droite k trois points fixes 

(«) U = 0, (|3) V = 0, {7) W = 0, 
représente une section conique; car, si on substitue à A, B, <] les expres- 

U V W 
sions éiiuivalentes, /— r r' /— ^ -' /—: -' elle est du 

second degré en m el u ; comme elle renferme cinq paramètres arbitaires, 
la courbe enveloppe peut être une section conique quelconque. 

Afin de déterminer l'équation du centre de la conique (7), désignons 
par A', B', G' les coordonnées tangentielles d'un diamètre quelconque de 
lu courbe, et par A la dislance du centre aux tangentes parallèles à eetle 
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droite. Les coordonnées A' -+- h, B' -+- h, C -t- A de l'une de ces langenlcs 
doivent satisfaire à l'iiqualion; on a donc 
l (A'+ A)'^- ™{B'-f- hY-^ n(C'-i-tiY-\- 2i' {C'+ h) (B'+ h)-+- 2m' (C'+ /() 

(A' + fi) -I- 2(i' (A' -+- h.) (W -^ h) = 0, 
ou bien 

f(A^B',CV/'[^(A^B^C')-^-f„-HfJ + /t'(/+TO^-«^-2('^-2m'-4-2«')=0. 

Cette équation doit avoir dos racines égales et de signe différent, puisque 
les tangentes parallèles sont à égale distance du centre, et les coordon- 
nées (A', B', C) d'un diamètre quelconque satisfont à la relation 

f. (A, B, C) -+- f'B -f- f'c = 0, 
qui sera l'équation du centre de la conique repi'ésentcc par l'équa- 
tion (7). 

Par la métliodc employée précédemment, on trouverait facilement, 
pour l'équation du point de contact d'une tangente (A', B', C) à la 
conique (7), 

(AA'-t- wiBB'-^- nCC'-i- 1' (CB'-t- BC')-«. m'(AC'-i- CA')-t-»'(AB'-t- BA')=0 ; 
c'est aussi l'équation du pôle, lorsque la droite {A', B', C) occupe une posi- 
lion quelconque dans le pian de la conique. 

§ 3. ÉQUATIONS d'une CONIQUE CmCO^SCRITE, INSCRITE ET CONJUGUÉE A UN 
TRIANGLE, CIRCONSCflITE ET INSCRITE A UN QUADRILATÈRE. 

1T6. Trouver l'équation d'une courbe du second ordre rapportée à un 
triangle inscrit. 

Si le sommet a du triangle de référence appartient à la conique, 
l'équation 

/A^ ■+■ «iB= -+■ nC^ -t- 2/'BC -*- 2m'CK ■+■ 2m'AB =0 
doit être satisfaite en posant ; B = 0, C = 0, et, par suite, / ^^ 0, Si les 
points [3 et y appartiennent aussi îi la courbe, l'équation devant être satis- 
faitepour C = û et A = 0, A = et B=0, il faut que l'on ait; m=n=0. 
L'équation d'une conique circonscrite au triangle de référence ne peut 
contenir que les rectangles des coordonnées, et elle est de la forme 

(i) pBC-t-qCA^ )'AB = 0; 

elle renferme encore deux paramètres indéterminés ; il en doit être ainsi, 
puisqu'on peut assujettir la courbe à satisfaire à deux autres conditions. 
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173", L'équation (1) peut s'i?crire 

p\iC -H A(5C-i-î-R) = 0. 

Les points où la droite qC -t- /-B = renconlre la courbe doivent se 
trouver sur les côtés li et C du triangle inscrit; mais, comme elle passe 
par le point d'intersection de ces côtés, elle doit rencontrer la conique en 
deux points qui coïncident avec le sommet a. Ainsi, l'équation 

oC-4-rlî = 0, ou --H?=0, 
r <i ' 

représente la tangente au point œ. De même, 

C A „ A B 

--+--=0, --+-- = 0, 

r p f q 

seront les tangentes à la conique aux sommets [3 cl y du tnani^le de réfé- 
rence. D'ailleurs elles se déduisent de l'équation 

A iqÇ.' -V- rB') + B {pC a- rA') + C (pB' -4- qk') = 0, 
qui représente la tangente à la conique {!) au point (A',B', C) : si ce der- 
nier coïncide avec le point a, B' = 0, C =0, et l'égalité se réduit à 
rB + qC = 0. On retrouverait les deux autres tangentes, en faisant coïn- 
cider le point (A', B', C) avec les sommets p el y. 
Bemarqite. L'équation (1) peut se mettre sous la forme 



(i') 



1^1^ 



En supposant que A, B, C soient des polynômes du premier degré 
en se et )/ qui, égalés à 7,éro, définissent les côtés d'un triangle, il existera 
une relation de la forme (!'} entre ces fonctions pour tout triangle 
inscrit dans la conique. Cette propriété est vraie pour un polygone de n 
côtés inscrit dans une courbe du second ordre. Soit, en effet, un quadri- 
latère dont les côtés sont : A = 0, B = 0, C = 0, D = 0. Menons une 
diagonale K; la conique sera à la fois circonscrite aux deux triangles 
ABK et CDK; par suite, elle sera définie par deux équations de la 
forme 

ABK ' CDK 

en ajoutant membre à membre, il viendra 
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Du quadi-ilalère on passcru de la même manière au peiHiigonc, k 
l'hexagone, de; on en conclut que la relalion soi-a vraie |iour un 
polygone d'un nombre quelconque de côtés. 

138. Cherchur Véijitulion d'une conique inucrite au triangle de réfé- 

Quand on pose A = dans l'(A, G, C) = 0, il vient l'équation 
homogène 

entre les coordonnées B et C ; elle reprcsenlc deux lignes droites issues 
du sommet a et passant par les points d'intersection du côté A avec la 
conique. Or, si ce côté est tangent à la courbe, ces droites doivent 
coïncider, el il Tant que l'^^mn. En exprimant que les côtés B et G 
touchent la conique, on trouverait également m'^ = In, n'^ = Im. 
Posons l = p, m = g*, n = h^ : il viendra l' =^ ± gk, m' = ± /*/■, 
w' = ± /(/, et l'équation de la conique inscrite au triangle sera 
(2) f^A^ -+- fB^ + hK^ ± %ABC. ± 2A/CA ± 2/gAIÎ = 0. 
Cetle équation peut aussi s'écrire 

(5) [//Â-t~[/^-+-iAc={), 

car, après avoir l'ait disparaître les radicaux, on retrouve la première, 

1 19. Trouver l'équation d'une courbe du second ordre rapportée à un 
triangk conjugué. 

Un triangle est dit conjugué a une conique, lorsque chaque côté est la 
polaire du sommet opposé par rapport à la courbe. 

La polaire d'un point (A', B', C) relativement à la conique f(A,U,C)^=0 
étant représentée par l'équation 

iAA'H- uiBB'^ nCC'H- /'{BC'-v- CB') -h m'{AC' -t CA') -+- «'(AB' + BA')=0, 
elle se réduit à 

lAA' + m'CA' -+- «'BÂ' = 0, ou lA ■+■ iw'C ^ n'R = 0, 
pour le sommet « où B'=0, C'=0. Si le côté .4 est la polaire du point a, 
il faut que l'on ait m' = n' = 0. En faisant coïncider le point (A', B', C) 
avec le sommet f3, on trouvera aussi (' = 0, puisque le côté B est la 
polaire du point |3. L'équation de la conique conjuguée au triangle de 
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référence ne rcnfci'me donc que les tarrés des coordoniiccs, et elles est 
de b forme 

(4) lA^ -+- mB^ -i-kC^-=.-0. 

Deux conditions nouvelles suffisent pour déterminer la conique. Pour 
que l'équation (4) représente une courbe réelle, il faut au moins que 
!'un des coeffieienls ^, mou n soit négatif. Supposons que n soit affecKî 
du signe — ; on aura 

(A" -t- mB^ ^nC.^^0 ou l^A.'' -+- u=B^ — v^C= = 0, 
en posHiil: i = X^, m=fA^, w = v^. II en résulte que les points où le côté 
A = rencontre la conique se trouvent sur les droites j/lt -+• vC =i 0, 
[àB — - yC = 0; ceiles-cî sont les tangentes menées du point a à la courbe ; 
car chacune d'elles coupe la conique en deux points coïncidents sur Je côté 
A du triangle. De même, lA — vC =0, >A -i- vC = représentent les 
tangentes à la conique issues du point p et ayaul pour corde des contacts 
le côté B. Les tangentes menées du point y sont imaginaires, et elles ont 
pour équation /M* + p*8* = 0. Ainsi, quand une conique est conjuguée 
à un triangle, il y a toujours un des côtés qui ne rencontre pas la courbe, 
cap on peut appliquer une décomposition analogue à ia précédente, si 
deux coefficients sont négatifs. 



180. Trouver l'équation d'une conique cireonscnted un quadrilatère. 
Soient A = et C = 0, B = et D = (A -t- HtB H- «G = 0, les équa- 
tions des côtés opposés du qusdrilatcre. L'équation demandée sera 

(8) AC -H km = 0, 

car elle est satisfaite en posant : 

A = OctB = 0, A = OetD = 0; 
C = OetB=.0, G = OelD = 0; 
elle passe donc par les points d'intersection de ces droites ou les sommets 
du quadrilatère. Comme elle renferme un paramètre variable, elle repré- 
sente une conique quelconque circonscrite au polygone ABCD = 0. 

Dans le cas particulier où deux côtés opposés B et D se confondent, la 
conique est tangenle aux côtés A et C, et elle a pour équation 

AC — /cB^ = 0, 
B = étant la corde des contacts ou la polaire du point de concours des 
droites A cl C. 
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Remarque. Considérons un quadrilatère 1234 inscrit dans une conique, 
!t rapportons la courbe au trianË;le qui a pour sommet les points de 

concours des côtés opposés et le point d'intersection des diagonales. En 
ciLOU de la polaire d'un point, ce triangle est con- 
jugué à une conique quelconque circonscrite 
au quadrilatère. Cela étant, soient 
(14) ;A — MB=:Oet (ôt)U— nC=0, 
les équations des côlés 14,54; celles des deux 
autres côtés seront 
(2ô) ;A + mI! = 0, (12) ;A+hC = 0, 

el l'équation d'une conique circonscrite au quadrilatère prendra la forme 

{;a + ikB) {iA — mB) + fc (/A + nC) (/A — nC) = 0, 

ou bien, 

(1 -V- k) i^A' — ™'B^ — kn'C^ = 0. 

C'est l'équation générale des coniques circonscrites au quadrilatère el 
rapportées au triangle conjugué commun. 

ISl. Si, dans l'équation 

pRC -+- çGA -+- rAB = 0, 

A, li et C sont les coordonnées tangenlielles d'une droite mobile, la 
conique qu'elle représente est inscrite au triangle des points de référence 

(a) U — 0, (P) y = 0, {y] W = 0, 

car elle est satisfaile en posant 

B = OetC-=0, C = OûtA = 0, A = Oetl{ = 0; 

les côtes f3y, ya. et a|3 sont tangents à la courbe. 

On vérifiera facilement que les équations en coordonnées langcnlielles 

pA.^ -*- g'B^ H- hX^ ± ^gliBC ± 2ft/CA ± 2/9AB = 0, 

AC -t- km = 0, 

représentent, la première une conique rapportée h un triangle inscrit, la 
seconde à un triangle conjugué, la ti'oisième à un quadrilatère circonscrit. 
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182. Si on prenait, pour (igurc de référence, un quadrilatèi'e dont 
les côtés sont représentés par A = 0, B =^ 0, C = 0, D ==0, l'équation 
générale du second degré serait alors 

XA=+fiB^-i-yC=-+-7rD^-+-2MIÎ -t- âmAC -h 2«AD + '2pBC -i- 2^BD + 2)-CD=0. 
Elle représenterait encore une section conique; car, en rapportant le 
lieu au triangle AHC ^0, le quatrième côté n aurait une équation de la 
forme ijA -t- )»iB + wX = 0; de sorte qu'en remplaçant D par le 
polynôme /|A -*- niiB -i- «iG = 0, on aurait une équation du second 
degré entre les coordonnées triangulaires A, B, C, qui définit toujours 
u e ou b du e 1 ord e Ma il faut remarquer que l'équation 
p ee de e e fe ne pi s de c nq paramètres arbitraires; par consé- 
quc u e con [ e q el onque pe t être représentée d'une infinité de 
n e e pa ne q a on du eeond degré entre les coordonnées 
\ B C U II e é le \ ce le c rconstauce se présentera encore, si 
le poljgone fondamental est un pentagone, un hexagone, etc. ; on pourra 
toujours y introduire les coordonnées triangulaires, en prenant, pour 
triangle de référence, celui qui est formé par trois côtés quelconques 
du polygone. 



y Google 



CHAPITRE Vin. 

COURBES DU SECOND ORDRE (suite). 
Propriétés principales de l'allipse, de l'hyperbole et de la parabole. 



SoKMAms. — Ellipse rapportée à ses aaxs. Foyers, dirtctrices. Description de la courbe. 
Tangente, normale, diamètres el cordes sapptémentaires. — Hyperbole. Propriété» 
analogues à celles de l'ellipse. Hyperbole rapportée à ses asymptotes. — Parabole. 
Construction el théorèmes divers sur celle courbe. 



§ i, DE l'ellipse. 

183. Quand on rapporte rellipse à deux diamètres conjuguas, elle est 
définie analytique ment par une équalion de la forme 

M»;^ -^- Nsc' = H, 
où les coefficients M et N sont de mÉme signe. On peut toujours faire en 
sorte que M et rî soient positifs dans le pi-emier membre en changeant les 
signes, si c'est nécessaire. L'équation précédente ne pourra donner lien 
qu'à trois cas distincts savoir : 

M)/' ■+■ Ka:^ == H, M/ ^. Na:^ = — II, %= -+• Na:' = 0. 
Dans le second cas, il n'est pas possible de satisfaire à l'équation par 
des valeurs réelles de xeticy, et l'ellipse est imaginaire; dans le 
troisiènn;, l'ëquation ne peut être vérifiée que par les coordonnées de 
l'origine; i; = 0, j/ = û; l'ellipse se réduit à son centre; il ne reste 
donc qu'à considérer le premier cas qui correspond k une courbe rocllc. 
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C'osi Cl; iiuc nous allons l'iiire, Jatis ce [larographe, en Uéveloppajit l'idtii; 
que i'équnlion exprime, afin d'airivci' l\ une notion exacte de in eourbe 
et de ses propridtés. 

Supposons les axes reclitugulatrcs, et |>os<his : 



/n 



Wl 



La longueur AA' = 2a (fig. CI), iutcfeeptéc pai' In uoui-be sur l'axe 
des X, s'appelle Vaxe majeur ou le (jrand axe, et la longueur lîl!' =^ 26, 
interceptée sur l'axe dos j/, Yaxe mineur ou le petil axe de l'i^Ilipse. Les 
points A, A', B, U' sont lus sommets de la courbe. 

En cliassnnt les déiiouiinDteiirs, réqontinn (1} devient 
(2) «•,,■* !,■.;■ _«'(,'; 



(5) 



y»" 



en In résolvant par rapport ;i y. Comme l'équation (2) ne renferme que 

lus carrés de r' cC de i/^, In courbe est symélrique par rapport aux axos 

des eooritonniies ; car a chaque valeur attribuée .'t l'une des variables, elle 

donnera deux valeurs égales el de i 

signes eonlraircs pour l'anlre. En 

verui de l'équalion (â), l'ordonnée 

y est l'éellc pour toutes les valeurs 

de a: comprises entre — a et + a ; 

elle est nulle pour a; = ± n, ef 

elle preud sn valeur maximum &, 

quand x = 0. 

Afin de déicrmiiier comment 
varie le rayon OM, quand le point '"°- "' 

M iléeril la courbe, prenons pour pôle le centre de l'cilipsc, et pour axe 
polaire le grand axe : l'équation de la eourbe en coordonnées polaires 
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<*' P' - a. ,i„.» + i' cos'» ~ «■ - (.. - 6-, »,.„ • 

La viileur maximum de p correspond au minimum du dénominiitcur, 
c'est-à-dire à coaoï^i, on m = 0; dans ce cas, on n p = ±a. Lorsque » 
ougmenle de a 90", le rayon diminue jusqu'à sa valeur minimum 6 qui 
répond à 6)^90°. Les sommels A cl A' sont les points de la courbe les plus 
éloignes du centre, tandis qne Jî cl B' sont les points les plus rapproches. 
la courbe doit donc nécessairement affecter la forme indiquée dans la 

Il est bon de remarquer que la valeur de p ne change pas, si on rem- 
place (<> par 180" — <i>; les diamètres également inclinés sur les a:ïes sont 
égaux. Si on décrit du centre de l'ellipse un cercle avec un rayon plus 
petit que a, les axes seront les bissectiices des angles adjacents des dia- 
mètres qui passent par les points d'intersection de l'ellipse et du cercle. 

Si on voulait obtenir l'équation de l'ellipse rapportée il l'un de ses 
sommets, par exemple A', il suffirait de changer a; en x — a dans 
l'équation (i), et il viendrait sinsî ; 



En résolvant cette équation par rapport à j/', 



La quantité 2^ s'appelle le paramètre de l'ellipse; on voit que, pour 
cette courbe, le carré y^ est inférieur au rectangle construit sur le para- 
mètre et la longueur ar: de Ik dérive son nom c//ipse (IXAelirtiv). Nous 
verrons plus tiird que, dans l'Lypei'bole, î/^ est plus grand que 2/)!, et que, 
dans la parabole, i/" est égal à 2px : de là les noms hyperbole {ùvsfi^dWÉiv) 
et parabole (Tra.pa.^dX>^iv). 

Après avoir dédtiii la forme de la courbe de son équation, nous allons 
démontrer quelques propriétés qui en donnent une conslruclion géo- 
métrique. 

ISJi, Les ordonnées perpendiculaires av firand axe, dans l'ellipse el le 
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cercle décrit sur cet axe comme dkanèlre, sont dons le rapport constant 
du petit axe au çfraad axe. 

En effet, rortloniiéc y (3c l'cllipsu, poiii' une .lij'it'iï^BC ,t = Xi, il pour 
expression 



tandis i^ue I.1 vaîeiir tic l'oriionnée Y diins le ecrcle de rayon « pour Jn 
incmc fibeiïisc esi 



,i/... 



qni exprime la propriété énoncée. 

On prouverait iiiissi facilement que les abscisses perpendiculaires au 
petit axe, dans l'ellipse et le cercle décrit sur eet axe, sont entre elles dans 
le rapport du grand axe au petit axe, 

1 85, Quand une longueur constante RS glisse sur deux axes rectangu- 
laires, un point M de la droite, situé aux distances a et h des extrémités, 
décrit une ellipse ayant pour axes 2«, 26. 

Soit RS une position de la droite mobile ; menons les coordonnées dn 
point M et appelons « l'angle MHO. On a, en posant MS = a, MR = h, 
a; = OP =. MQ = « cos «, )/ = MP = fi sin ^ 



En élevant an carré et e 
pour l'équation du lieu 



ce qui démontre le théorème. 

I) est facile de vérifier que le point M jouit de la n 
se trouve sur le prolongement de la droite mobile. Soit S'R' uni 
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longueur constaiile qui glisse sur k'3 deux iixes rectangulaires, et M un 
point tel que MS' = a. Mit' = b; on a encore 

a; = OP = S'Q' = a ces (3, »/ = MP = b sin j3, 
[3 ctimt l'angle d'inclinaison do la droite sur l'axe des x. On en tire 

Ainsi, dans les duux cas, le point M décrit une clli|)sc qui a pour demi- 
axes ses distances aux extrémités de la droite mobile. 

186. Deux droites, issues de.s extrémités du, grand axe et se coupant 
sur l'ellipse, délerminent sur la direction du petit axe, à partir de l'ori- 
gine, deux segments dont le produit est constant et égal à li^. 

L'équation de i'eilipse peut s'éci'îre 

Soit 1 un coefficient indéterminé; les droites représentées par les 
équations 



-(-=>H(-3. 



se rencontrent sur I'eilipse; car, en multipliant njemlirc à membre, on 
retrouve l'équation de cette courbe ; de plus, quel que soit 1, la première 
passe par le point (o, 0), et la seconde par l'autre extrémité du grand axe 
(— a, 0). Or, si on pose x = 0, il vient (/îg. 61). 

y = Oi\ = h).. V = ON' =-t; 

par suife, ON- OiV' = 6^ 

On verrait de même que l'ellipse est le lieu du point d'întersoclion 
des droites 



=-('-!> H(-!> 



issues des extrémités du petit axe, et qui dét 
grand ^ixe dont le produit est éjçal ■■< u-. 
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FOYERS ET DIUECTRICP.S. 



183. Deux points F et F', situés sur te grand axe d'une ellipse à une 
distance du centre c == ± y a* — ô^, jouissent de cette propriété que la 
somme des dislances de chucun d'eux à un même point de ta courbe est 
constante et égale au grand axe. 
Considérons une ellipse ayani pour axes 2a, 26, et repriîsennSe par 

Soit M un point de la eoiii'bc; menons les j'avoiis FM et F'M ainsi rnie 
l'ordonné MP, 
On a 



au moyen de la relation c' = «^ — b', 
on trouve 



FM'=a« — ^cx ^ 
et par suite, 

(b) FM = «--'-^. 

Comme le rapport- est plus petit 

que l'unité, et que l'alicisse a: du point M 

différence a est positive. On néglige 

qui ne peut être d'aucune milité. 
Dans la figure, on a aussi 




ef = «^ -+- 2ca- -i —; 



(r>) F'H = a-i- — ■ 

En ajoutant les rclalions (H) et (6), on obtient 
FM -t. F'M = 2«. 
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Lfs deux points rem arq un Lies F et F' s'appellent fiiijers de l'ellipse ; les 
distances FM cl F'M sont les rayons vecteurs du point M. Les équations 
(5) cl (6) nous montrent que les distances des foyers h un point de l'ellipse 
s'expriment par une fonction raiiounelle de l'abcisse de ce point. 

Si a; = 0, on a, pour les rayons vecteurs, FM = F'itf = a ; mais alors 
le point M coïncide avec le point lî, et, par suite, les rayons vecteurs qui 
aboutissent à l'eslrémité du petit axe sont égaus et ont pour longueur la 
moitié du grand axe. Il suffit donc, pour diSlermiiier les foyers, lorsqu'on 
connaît les axes, de décrire du point B comme centre avec un rayon égal 
à a une circonférence; celle-ci rencontrera le grand axe en deux points 
qui seront les foyers de l'ellipse. 

La quantité-ou^- s'appelle excentricité de rellipse : on la 

désigne par e. Une ellipse est d'autant plus arrondie et plus semblable h 
un cercle, que la valeur de e est plus rapprocliée de zéro; dans le cercle 
f(. =; b et, par suite, e ^ 0. 

1§S. A cha(ftii: fo'ja- de l'dlipsi: correspond mm droite telle, que le 
rapport des dislunces d'un point di: la courbe an foyer et à celle droite est 
constant et égal à e. 

En effet, portons sur i'ase 2« les longueurs OD = OD' i^ — , et élevons 

les perpendiculaires DL, D'L'. Après avoir mené par le point M une paral- 
lèle à l'axe des x, on aura 

MH-=P1> = ^-'^ x; 



En divisant, on trouve 



. , . MF' 

On verrait de même que ,rfîT7= ' 



--~<{^~'} 



Les droites DL et D'L' se nomment les directrices ilc l'ellipse. La dis- 
tance OD =— étant plus grande que u, les directrices sont cstci'ieiti-cs 
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à Ja courbe. Poui' les construire, on prend sur l'iixe '■2b uni: longueur 
OE = a, on mène EF' et, par le point E, on élève une perpendieulaire à 
celle droilc : elle rencontrera le grand axe en un (loînt D qui sera le pied 
de la directrice correspondante au foyer l', car le triangle rectangle F'ED 
donne 

ÔË^ = OF' . on ; d'où OD =^ - 
Dans le cercle, c =i 0, et les direclriecs sont aitnces à rinfiiii. 

t89. Trouoer l'équation en coordonnées polaires de l'ellipse, le pôle 
étant un des foijeys de la courbe. 

Soit F le p6le (ftg. C3) ; l'axe polaire élanl dirigé suivant l'axe majeur, 
on a, pour un point quelconque M (p, at) de l'ellipse, 



Mais, a;=fl'+- peos w; il vient, en substituant et eu résolvant l'éiiualion 
par rapport à p. 







i- 


l -+-I 


ÎCOSt 










En 


vertu de 1 


[a rclalion^ 


-^ 


fj^ 


"', 


.„», 


f = 


= «■(1-.'), 


on peut encore écrire 

9 


«(1 
' 1 -+-. 


— e^'_ 


1 














Exercices. 










Ex. 


• .Détormiii. 


^rl'excentridt, 


i, les foy«t 


■s cl lui 


idii 


«Irioi 


s des 


ellipses ; 






(1) 2x^-\-ôy' 


' = 6, 


(2) 


at' 


■ + 4,- 


= 5. 




R. 


il)«-V^3; 


b = \/W, » 


1 


les directrices soi 


lt:ffi 


={:S = 0. 



K. (2) (s=;2, 6=(/2, «:= — ; on a ensuite pour les directrices : œ iip 2 1/2^^= 0. 
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Es. ». E.iiste-1-il dans li: plan un autre point <|uc les foyers F ot F', tel tjue su djstaiiee 

à un point de la courbe est cxpriinûe par une fonction rationnelle i)c l'abcisse de ce point? 

Soie H (:t', ^'1 un point tlu plan, et 31 {x, y) un point do l'ellipse représentée pnr 

,. = ^,,,-.,.0,,. 

Wf = (^- X',' + {y - !/')* ^ a)' -t- ar'» - 2xx' ^ y= -+- y'' - a-/;/', 
eL, en remplaçant i/ par sa valeur tiieede l'ctiuotioii do l'cllipsn, 

Pour que le soconJ nierabpc soit rationnel, il faut que le radical disparaisse, cl, pur 
suite, ï'^^O ; ce qui montre que, si le point [' existe, il est situé iur le grand axe ; de 
plus, ii faut déterminer x' de manière ù ce que l'expression 






On en tire lc' = \/a' — b' ; ainsi le point P doit coïncider avec l'un des foyers, 
Ex. 3. Trouver le lieu des points dont le ra]iporl des distances à un poini et à une 
Uroilofixesoitconstautetégalà e,e étant plus petit que l'unité. 

Abaissons du point (îse F une perpendiculaire sur In droite, et prenons cette perpen- 
diculaire pour axe des x. Soit s l'abcisse <iu point F, la droite dounée étant l'axe des ^; 

celte équation représente une ellipse si eest plus petit que l'unilé. 

Ex. 4. L'ellipse est le lieu des points àé^ale dislance d'un foyer F et du cercle décrit 
de l'autre foyt^i' F' avec un rayon égal à '2a. 

En eJTet, si on mène un raj'on quelconque du cercle, lu paj'liu comprise cnlie les deus 
courbes est ce qu'il faut ajonter au rayon vecteur dons l'ellipse pour obtenir 2«, e'esl-à- 
dire le second rayon vecteur. 

Ex. 3. Que représente l'équation 

u étant un paramètre variable ctt unecqitslnnte? 
Des ellipses qui ont les mêmes foyers ; on les appelle ellipses /loinofociilis. 
Ex. O. Que délinissent les équations 

(a; - ly -H (y - ,„)' = e^ [a: eos « -t- ;, si» b -- r/]', 
ïs + y" = e' (x eus « -1- y sin , - ,)^ ? 
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Kx. 9. Lu paramétre 2ji de rdlipsc l'epi'i^sente iii longueui' lie la corde jiei'peiidiculaiL'e 
au grand axe et passant par le fayer. 

En effet, quand o. = 5 dans l'équation p = ■ , on a p = ;i. 

Ex. S. Si on mène une eorde quelconque MM' par le foyer, la somme des riîcipi'oques 
des raïons vecteurs FJI et FM' est conslaule. 



I^F,SCIill'T/0^' J)E L KUIl'SE AU MOYEN DES AMiS. 

190. i"" cottstruction. Soient 2a et 26 les axes donnés. La cii conférence 
ddcrîie de l'extrémité du petit axe avec un rayon a, détermine sur l'axe 
majeur les foyers P et F', Cela étant, on traee deux clrconfeienccs ayant 
pour centres les points F ei F' et dont les rayons sont clioitis de manière 
à ce que leur somme soit égale au grand axe ; en vertn du N" 187, leurs 
points d'intersection appartiennent à l'ellipse qui a pour axes 2«, 26. 

Quand on veut tracer une ellipse sur un terrain ou sur une feuille de 
carton, on fixe aux foyers les extrémités d'un 
lil d'une longuenrégaleàâd.Outraeoensuile 
l'ellipse d'un mouvement continu au moyen 
d'un style qu'on fait mouvoir en tenant le fil 
constamment tendu; car, dans cliaque posi- 
tion, la somme des rayons vecteurs est tou- 
jours égale à la longueur du fil, c'est-à-dire 
au grand axe. 

2° comtrtiction. Après avoir décrit deux '-•'s- si. 

circonférences sur les axes 26 et 2a pris comme diamètres, on mène par 
le centre une droite quelconque qui les rencontre respectivement en N 
et M. On abaisse ensuite sur le grand axe la perpendiculaire MP, et, pai- 
le point N, on mène une parallèle NS à l'axe 2a; le point d'inlerseclion m 
de ces droites appartient à Tcllipse : car on a, par les Irjnngles semblables, 
mP_ NO 6 
iMP~MO "«■ 

3" constriiclioii. On lire {/iy. 61), par une exirémité du l'nxe majeur, 
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une droite quelconque qui rencontre le petit axe ou son prolongement 
en un point N; on mène ejisuite, par l'iiotre estrémilé, line seconde 
droite qui détermine sur le petit ase un segment ON' tel que l'on ait : 
ON- ON' = 6'; d'après le N" 186, ces droites se coupent en un point de 
rellipsc. 

4" construction. D'un point S {fig. C2), pris sur l'un des axes, par 
exemple sur l'axe 26, on décrit une circonférence avec un rayon 
SR = a -+- 6 ; on prend SM =^ a : Je point M appartient à l'ellipse. 

On pourrait aussi, en verlii du même tlicorènie, décrire d'un point S' 
pris sur l'axe 26 une circonférence avec un rayon égala n — h, et prendre 
sur S'R' une longueur SM = a; le point ainsi construit appûrticnt à 
l'ellipse. 

Le compas eUiplii)tte qui sert à tracer l'ellipse d'un mouvement continu 
est basé sur la même propriété. Les deux pointes placées en S' et R' 
glissent dans des rainures rectangulaires tracées sur une plaque de bois; 
pendant ce mouvement, le crayon fixé en M décrit la courbe. 

TANGENTE ET NORMALE. 

191, Le coeflicieni angulaire d'une tangente au point (a;', y') d'une 
courbe du second ordre a pour expression 

Pour l'ellipse rapportée à ses axes, on a 

'(". ») = 5 + r.-'' 






L'éiiitalioH de la langciite sera ilotic 
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en multipliant et faisnnt usage du In relaiitin — ->- jj =1, elle peut se 

rnmcncp à la forme 

(7) 5+fr-'- 

Lii normale à l'ellipse au polnl M [x', y') est la perpendiculaire élevée 
en ce point sur la tiin[;ente. Cette i 
droite aura donc pour équation 

Soient T et N les points où la 
tangente et la normale rencon- 
trent le grand axe. Les distances 
ON et OT se déterminent eu 
posant 7=0 dans les équations 
(7) et (8); on trouve ainsi 




01=—, 0N = 



s_fts 



Ou appelle sous-tangente et sous-normale, les distances comprises entre 
le pied de l'ordonnée du point de contact et les points où la tangente et la 
normale rencontrent l'axe 2a; ces longueurs sont prises positivement ou 
négaiivcmcnt suivant leur direction. Si on les désigne par Sj et Sn, on a, 
d'après la figure, 

S,= -+-PT. S„ = — PN; 

«^ — x'' b^x- 

PT = 01 — x' = — ^ PN=-c'"ON= -~^; 

d'où il suit fine 

x' ' " a^ 

19S. Mener une tangente à ('ellipse par un point extérieur {x', y'). 
Soient {x", y") les coordonnées inconnues du point de contact d'une 
tangente issue du point donné; celle-ci a pour équation 
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, comme <'!le pusse par le peint [x', y'), 



Si on combine cette (leciiière équation avec l'égalité 

qui exprime que le point de contact est suv la courbe, on trouve deux 
systèmes de valeurs pour x" et y"; ce sont les coordonnées des points de 
contact des tangentes à l'ellipse menées par le point donné. 

D'ailleurs, l'équation de ces mêmes droites se trouve immédia(ement au 
moyen de l'équation générale du N" IS4 ; ce sera 

198. Trouver l'équation de la polaire d'un point (a;', y'). 
Cette équation est la même que celle de la tangente trouvée précédem- 
ment, c'est-à-dire 

Lorsque le pôle est sur l'axe 2a, y' = 0, et l'équation se réduit à 

^■*' , ,, . , , 

—-=1, dou a:x' = «2 ; 

la polaire est parrallèle au petit axe, et située à une distance x du centre 
telle, que le rectangle construit sur x et l'abcisse du pôle est égal au carré 

de la moitié du grand axe. Si a;' = c, on a ; a; = — ; ainsi la polaire d'un 

foyer est la directrice correspondante. 

n diunitli'c sont parallèles. 



i dt!S tangentes aux points {x' y'), (te'' y''). 
_fi?(a!' —x") 



Ex. <. Les 


tangentes aux extrémilës d't 


I.M équatii 






Ï-S='- 


£s. «. Dell 


ennincr le point d'inlersectk 




a=(i,' — ï"| 
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Ex. a. Quelle esl la coiiûilion pour que la dpoile y = îitc + h siilt laiigeiite l'ellipse 

Par la combluaison Ac.s dcm équations, on trouve 

de sorte i[un l'équation 

y = mx ± ^Z'^,'^^' 
représente toutes les tangentes à l'ellipse. 

Ex. 4. Trouver le lieu du sommet d'un angle droit circonscrit à l'elljpse. 

Soit P [x',i/'} le sommet de l'angle; les valeurs de m pour les laiigcnlcs à l'ellipse 
issues de ec point sont données pur l'équalion 

En esprimant que le produit des racines est égal i — 1, on irnovi-, pour le lieu 
demandé, en supprimant les accents, 

e'est un cercle cireonserît au rectangle des axes. 
Ex s. Déterminer le pûle d'une droite mx-f-ny -+- ;î =; 0, par rapport à l'tllipse 



■s équations 

m^- + «y + JJ = et ^-t~"S ~\ ^ 0. 



Es. «. Lieu dos pôles d'uiîe droite lise - H I — Opar rapport aux ellipses li< 

focales^ -^-—^ — j — 1. 
On a, pour le pâle {x', y'} de la djoilc, 

Tj'éliinïnulinn de a' conduit à l'équation 
qui représente une droite perpendiculaire à la driute donnée. 

194. Trouuttr l'ej-pre/ysion delà perppnili.rrihiire ahainiéii ihi centre 
la Uiiifjpnlc. 
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Lii [icrpeniliRtiiaire nhaissée du centre sur la (iroilo 
xx' yv' , 
a* b^ 
csl donnfic par la focmiilc (N" 41) 

1 
(9) I' = ^ 



On peut transforme L' celle expression. Désignons pav a cl [3 les angles 
de lii normale ou de la perpcndicnlairc P avec les axes; l'éqnaiion de la 
tangente peut s'écrire sous la forme 

a: cos « 4- 1/ ces (3 — P = 0, 
En identifiant les deux équations, il viendra ies égalités 

cos a x' cos p y' 

■~p~~^' 'V^'~l?' 
d'où on lire 

.'eos^^ &^cus'g _.^- y^ 
pï ps „a ,,^ 

Cl, par conséquent, 

P^ = «* cos^ ce -i- b^ cns^ [3. 
Puisque les axes sont rectangulaires, cos (i =^ sin a, et en peut encore 
écrire 

(10) P'=-a^cos^a-+-6^sin^«. 

195. le rectangle des perpendiculaires abaissées des foyers sur une 
tangente est constant et égal au carré de la moitié dit petit axe. 
Les perpendiculaires abaissées des points (c, II) et ( — c, 0) sur la droite 



V «• * S' y „i ' (,. 
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On en déduit, en miiltipliiint membre à membre, 
pp' = P' — c^ cos^ ce = o" cos' « -H è^ sin* a — («' — 6^) cos'' a, 
ou 

Es, ». Le reelangle des perpendiculaires nijaîssoes des fnyers sur lu pcilairc d'u» 
poiiil (ff'i y') est constant et égal à È°. 

Même calcul que pour la tangente (N" 19a). 

Eï. «. Trouver le lieu du point d'intersection de la perpendiculaire abaissée du centre 
sur la tangente avec le rayon vecteur du point île contact. 

Il faut éliminer œ' et y' entre les équations 

>=%•• '=^,^-'^'^ " i+|i = '- 

On trouve, pour résultat, l'Équation 

qui représente un cerele. 

Ex. a. Trouver le lieu du point d'iulcrscction de la perpendiculaire abaissée du foyer 
sur la tangente avec le rayon qui va du centre du point de contact. 

Ce problème revient à éliminer a:' et y' entre les équations 

Le rosultal final est !C = - : le lieu ciierelié est la directrice. 

106. La normale, en un point de l'ellipse divise en deux parités égales 
l'angle des rayons vecteurs . 

Soit MN {fig. CS) la normale el FM, F'M les rayons vecteurs d'un point 
(x', y') ; la normale sera la bissectrice de l'angle FMV, si on a la proportion 

NF _ aiF 

NF' ~ MF' " 

Mais on snit que 

FM = « _ — , F'M = o -1- — ; 
par suite, 

\"-l 11 



-I- ex' 
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KF = Ol'' — OX = c 



m 






Ea coiTiparanl {ce) et ([3), on voit qu'il y a égalîtû lirili'o les premiers 
membi'es el, par suite, ia normale est bissectrice de l'angle ilcs ravons 
vecteurs. 

Corollaire. La C.ingeiitc est bisscctciec (!e l'angle supplcmenlaii-e FMIT : 
car les angles TMF etTMII ou UMF' sont des eompli^nicnls dedcns angles 
.îgaux. 

19T. Le Heu des projections d'un foyer sur les tangentes à l'ellipse 
est la circonférence décrite sur le grand axe. 

Prolongeons le rayon vecteur F'3I {fig. 63) d'une longueur MH =MF. 
Dans le triangle isocèle FMH, !a tangente, qui divise en denx parties 
égales l'angle au sommet, esi perpendiculaire à la base FH et passe par le 
milieu I de cette droite : le point I sera la projection dn foyer sur la tan- 
gente. Mais, dans le triangle FHF', les points et I sont les milieux des 
cotées FF' et FH ; la droite 01 est donc parallèle .^ FH et vaut la moitié de 
ce câlc. On a done 

F'M -H FM 



01 = 



La tangente MT étant quelconque, 
rcncc de i-avon a. 



; tniiggiilcs ixsiK 



d'un point P soni égulement inclinées niir 
I tes droites qui joigaonl ce point atix 
foyers. 

în prolonge les rayons vcclcurs F'M 

M respectivement des longueurs 

= MF, M'K^BI'F', on sait que les 

I tangentes en M et M' sont perpcndieu- 

; h. FH et F'K Mais les triangles 

Hs- M. KPF, IIPF' sont égaux : car PH = PF, 

PF'=PK.et F'H = Fiv = 2rt. On en dédnit l'égalité des angles IIPF' 

et KPFjen retrancliant de chnenn d'eux la pai'iio commune FPF', il vient: 
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FPH = F'PR, ou, en divisant les deux membres par 2, FPM = F'PM' : 

ce qui démontre le ihéorème. 

Corollaire. De l'égalité des (riangles FPK et HPF', on lire : angie KFP 
= angle PHF'; mais, comme les angles PUF' et PFM sont égaux, on a 
angle KFP = angle PFM. Ainsi, la droite qui joint un foyer au 'point de 
concours de deux tangentes esl bissectrice de Vangle des rayons vecteurs 
qui joignent ce foyer aux points de contact. 

Dans le cas particulier où le point P est sur la directrice, la corde des 
contacts passe par le foyer qui est le pôle de la direciricc ; l'angle des 
rayons vecteurs est égal à 180° : donc, la ligne qui joint te foyer au pâle 
d'une droite passant par ce point est perpendiculaire à celte droite. 

19», Construction de la tangente. Pour trouver la direction de la 
tangente à l'ellipse en un point M de cette courbe, on mène d'abord les 
rayons vecteurs de ee point [fig. 65); on prolonge l'un d'eux, par exemple 
F'M, d'une longueur MH = MF ; la perpendiculaire abaissée du point AI 
sur la droite HF sera la tangente demandée. 

Lorsqu'il s'agit de construire la tangente à l'ellipse menée par un point 
extérieur S, il faut décrire de ce point comme centre une circonférence 
avec un rayon égal à SF; puis du foyer F' comme centre, on trace une 
autre circonférence avec un rayon égal à 2«, qui rencontrera la première 
en deux points dont l'un sera le point H de la figure ; on joint FH et on 
abaisse du point S une perpendiculaire sur cette droite : ce sera une 
tangente à l'ellipse issue du point S. Si on désigne par II' le second point 
d'intersection des circonférences, l'autre tangente sera la perpendiculaire 
abaissée du point S sur FH'. 

Ces consiructions découlent des propriétés de la tangente à l'ellipse 
démontrées précédemment 



aOO. Nous avons trouvé (N" 1 SO), pour l'équa 
conjugué à une corde de coelTioient angulaire « 



(M) 



- 1, elle devient 
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Déaigiianspariii' lu coeflicioiU i\iii,'uljiire du ilijiiiiùlre DD' rjui cliïif 
tieiixp.irtîes égales les cordes )iiir,illclesîi HM'; on uiira, d",nj)vès l'cquj 
préccdcnle. 



(12) 



Le diamètre conjugué de DD' esl la droite EE' niendc par le centre 

parallèlement h In corde MM'. La relation (12) exprime que le produit 

I des cocfUciciits angulaires de deux 

I diamètres conjugués de l'ellipse est 

constant el négalif : l'un fuit un angle 

aigu avec l'axe 2«, l'antre un angle 

I obtus; ils ne sont donc jamais situés 

j d'un même c6ié du petit axe. Si 

= - j on a : wi = ; les dia- 

^■s- SI- nièti'es conjuniiés (|ui correspondent 

à ees valeurs sont également inclines sur l'axe 2a; ils rormenl un 
système de deux diamètres conjugués égaux. 

Soient, x' , y' les coordonnées du point D; les cordes parallèles à DD' 




ont pour coeUlicient anguiair 
pondant EE' sera de la formi 






Il du diamètre c 



ce diajuètri! est donc parai 
conjugué de ce diamètre. 
En désignant par a:", j 
tion 



CCS du point E, on a 
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± Ji^ /a' b' "!> ' 

d'où 

(15) -"-±=f. »"-=fT- 

Ces l'ormulcs pcrmelleiit de cilciilei' Jes coordonnées de l'exlccaiili' 
d'un diamètre, connaissant les coordonnées de i'extréniili; ihi conjni;iré de 
ce (linmètre. 

^01 . La nomme des carrés de deux diamètres conjuguén est cmistanie 
et égale à la somme des carrés des axes. 

Soient a' et !>' les demi-difunètres conjugués 01> otOlî; on ;i 

c'esl-îi-dire 

(14) u'^ 4- /j'^ = a^ -+- b\ 

aoa. L'aire du parallélogramme construit sur deux diamètres coiijii- 
g es est co istanle et égale au rectangle des axes. 

Me o is les titngcnles en D et en £ à l'ellipse pour formel* le pflrollélo- 
g n me ODIE construit sur les demi-diamètres. On iiura, en abaissant du 
ce G perpendiculaire sur DI, 

aire ODIE = ID ■ OP = «7/ sin tp, 
(pelant l'angle des diamètres conjugué:^, ciir DI=UE;=//,oiOi'^ii'siii q.. 
Mais on a aussi 

1 ab al, 

0P-= = ■ - - _:__^ ::^ = — — 
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Eq v(!rUi des deiK uspressions de OP, on « la rclntion 
ab = «'(*' siii <p, 
qui démodirc h; lliéorènie oiioncc. 

203. Ellipse rapportée d deux diamètres conjvgués. Lorsque les axes 
des coordonnées sont deux diamèlres conjugués, l'cqualioii de l'ellipse 
est de li» fornio 

M//^ + Nx^ = H. 






"' = \/.^' '''-\/S' 



cil introduisant les ([unntiliïs a' et 6' eîans l'cquaiion précédente, il 
viendra 

1)0111' l'équation (!e l'ellipse rapportée à deux diamclres conjugnés, 2n' et 
26' étant les longueurs de ces diamèlrcs. Coinnie il y a une inlinité de 
diamèlres conjugués, il y a une infinité d'axes coordonnés obliques pour 
lesquels l'ellipse a une équalion de la forme (IS). 

Il est évident qu'avec ces nouveaux axes, la tangente, le dianièire con- 
jugué à une direction donnée auront des équations analogues à celles 
que nous avons trouvées pour l'ellipse rapportée à ses axes; m et m' élaol 
les coefficients angulaires de deux diamètres conjugués, on aura iuissï la 

''" 
relation : mm = • 



904. Les droites menées par tes extrémités d'an diamètre et se coupaiu 
sur l'ellipse sont parallèles d deux diamètres conjugués de (u cowbc-. 

En effet, on peut regarder l'ellipse comme le lieu du poini d'intersection 
des droites représentées par les équations 

où ). est un paramétre arbitraire ; car, en niitilipliant membre à membre, 
on reproduit l'équation de l'ellipse. Ces droites (fiy. 67) passent par les 
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n^U'iimilés thi tli^iraèli'c 2a' dont les cooftloniiûes sntisf'oni, niix éqiiaiions. 
M(\is, si on désigne ]tnr a et u.' leurs ooeflieicnls angulnires, on a 

(le sorte que deux dinmètres parallèles à ces droites forment un système 
de diamètres conjugu<is de l'ellipse. 

On donne le nom de cordes supplémentaires aux droiîes que nous venons 
de eonsidërer. 

205. Déterminer les limites entre lesquelles varie l'angle de Jeux dia- 
mètres conjugués et construire deux diamètres conjugués faisant entre eux 
un angle donné. 

Supposons que l'on mène, par les extrémités dn grand axe, les cordes 
supplémentaires représcniées par les équations 

ces droites ou celui des diamètres conjugués parallèles 
^â~).u ab ( ^ \\ 



et, par suite, 

2ah' 



Soit tp r.ingle de ces droites ou celui di 
lus cordes. On n 

6i h 



Lorsque y varie depuis jusqu'à -t- 6, la valeur absolue du second 
membre diminue et l'angle obtus ip angmenle; il acquiert sa valeur 
maximum pour »/ =6; à celle limite, on a 
_ 2(1 b 

et les diamètres correspondants sont parallèles aux contes sM|)|iléuionlaircs 
qui aboutissent à l'exlrémité du pclit axe. 
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La vnicar minimum de ro, qui répond à j; = 0, esl un iingle Jroil, 
c'csl-à-dîrc l'angle des axes. 

Poiii" délerminep les diamèlrcs conjugués qui font entre eux un an^le 
donné compris enirc les limites ppécédentes, on mène par le centre nii 
diamètre queleonque, cl on décrit sur ce diamètre un segment capable de 
l'angle donné; la circonférence rencontrera l'ellipse en un eerlain point M : 
les diamètres parallèles aux cordes suppiéracnfoires qui aboutissent en 
ce point seront conjugués et feront enlpc eux l'angle donné. On Ipoiiverail, 
de même, la direction des axes en décrivant un demi cercle sur un dia- 
mètre quelconque ; les cordes supplémentaires relatives au point d'inler- 
seetion du cercle et de l'ellipse seront perpendiculaires et parallèles aux 
axes de la courbe. 

906. Deux diamètres conjugués (Utenninent sur mus tangente fixe, d 
partir du point deeontaet, deux seumenls dont le rectangle est constant et 
égal au carré du demi-diamètre parallèle à la tangente. 

Prenons pour axe des y le diamètre 26' parallèle k une tangente de 
l'ellipse, et pour axe des x le diamètre conjugué 2o' qui passe par le point 
de eonlacl. 1,'équalion de la courbe sera 



l'équation du diamètre qui passe parle point (x', »/') de l'ellipse; celle du 
diamètre qui lui est conjugué peut s'écrire sous la forme 

i^ + ^ = 0, ou M = -^, X. 

Cela étani, pour déterminer les segment,'' que ces diamètres détermi- 
nent sur la tangente, il faut poser x^=a' dans les équations préecdenlcs; 
on trouve ainsi les quantités 



^ a' —''— 

x' ' a' y 

h valeur absolue du produit esl h'^. 
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807 . Le llicorènie préfioi)i;nt permeldc dctcrinnicp la liireclioii dus 
mnaîl deux dcmi-diamèlces conjiigiiiïs OD cl OE de li 



On mène, par l'oxlrcmité D de l'on d'eux, une pi 
une tangente h l'ellipse. On prend en; 
sur OD, lin point M lel que 00 ■ DM = ( 
et on trace une cii'Ctinfcrcncc passant 
les points et M, et dont le centre se (n 
sur la tangente; celle-ci sera rencontrée 
la circonférence en deux points R et Q 
droites OR et OQ seront les directions 
axes de l'ellipse; c^r on a: OD -DM = DQ-DR 
et OQ Torment un sptèmc de diamètres conjugués pcrpi 
Pour calculer Ic^ longueurs des axes, il faut preuii 

„h =- a'h' sin a, a^ ->-(.* = u'= + b'\ 

où a' et l)' sont les longueurs des demi -dîa mètres donnés.. On c 
(a -V- bf = a'* -+- 6'» -1- 2a'(.' sin tp 
{a — by = a'^ ■+■ b'^ — 2fl'/i' sin ç 




( + b: 



= /a'^ + 6'' — 2 
3onduisent facilem 



%t'b- sin 9, 



I, La moyoïiiie gdomiilpique des rsyoQS vecteurs d'un poiiu M {■>',' 
linniètre conjugue de celai qui passe par ce point. 



Soit {x'\ y") les (oordonnéps de l'extrémité du diamitre conjugué de ccUii qui prisse 
par le point M, et th' \t\ longueur de ce diamètre. Ou tire, ile l'équation pi écédente, 

FM-FM = x"> -t- y'" = 6'». 

Ex, a. La somme des carrés des projections de deuï diamètres conjugués sur un ase 
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Eli cffel, iE", y' et x", y" étant les coordonnées des e: 



. D'un point pris sur le grand axe on mène dos tangcn 



luver lo lieu di^s points de eontiii;!. 
Il l'aut éliminer u' entre les cqualions 



x' est l'iibi^isse du point donné. On trouve l'équation 

qui représente un cercle. 

Ex. 4. Le rectangle construit sur la normale et la pcrpcndicnkire abaissée du eentie 
sur la tangente est constani et égal à If. 

La longueur de la normale est la porde de cette ligue (fig. fiH) comprise entre le point 
de contact et celui où elle rencontre le grand axe. On a 



Blft^^Vi 



-^-H/^^*-^" + ," = iY- + -')' 



Hi>l^ = — , et MN.P = t'. 

Ex. S. r.ieu du [loinl d'intersection des laiigrntcs aux fxfrémités de dens diamètres 
ronjugut's, 

el si en ajoute memiire ù membre, il vient 

car les doubles produits disparaissent, eu égard à la relalion a"j/" = — ^'i/'; mai? 
le" + œ'" = u^, y" -t- •/"'=: b' j donc on a pour l 'équation du lieu 
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Ek. tt. Connaissant les ases de la courbe, calculer les longueurs (les de mi -(lia mètres 
conjuguùs qui font Eritm eus un angle f,. 
En appelant ces diamitres 2o' et 26% on a les relations 

droites fiscs est constante et égale à m'. 
Aïec les droites fiiea pour aies, on tronve 

fl étant l'angle dos axes; le lieu est une ellipse dont les droltrs données forment un 
syslème de dioniètrcs conjuguas égaux. 

Ex. ». On donne )a base 2o d'un triangle et le produit des langpnles des angles a et 

Plaçons l'origine au milieu de la Iiasc; ovccdcsaxcs rectangulaires dont l'axe des ai 
eoïncido avec lo câté donné, on a 

ij = tang a{x + a), y = — tflng a' {x — o) 
pour les (iqnationa des côtés qui abouSissont au sommet varialile. Soit tong »■ (ang n' 
:=!ii'; il vient, après la substitution, 



E». ». Une droite AU de longiioiir consfanfe glisse sur deuï droite? li^es OX, OV 

droite. 
Posons AB = !'i, MA = », >Hli = i; avec les droites données |jonr ases, on u 



is des points A et B ii l'origine. Mais le triangle ÀRO 



" =1; 



ai^yct 



c'est une ellipse qui a pour centre le poitll d'inferseclion des droites lises. 

Es. tO. Étant donnés une ellipse ayant pour axes 2a, 'ib et lo cercle décrit STir le 
grand axe, on mène une ordonnée MP qu'on prolonge jusqu'à sa rencontre en N avec 
le cercle; soit P le foyer ainsi que « et « les angles KOA, MFA. Démontrer les formules 
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Dans lo Ipiaiiglfl NOP, oaay = ncoi x, ol, en verlu de IVijualinn -j + '^ 

|/ = ';sin " : J ehjque point de l'ellipse coppespond nue valeur de " délei 

pac ces relulions. Coin cl ont, on sali que p^FM 
ï — ex; on trouve la fqimule {!) en rem|)laçflLU x 




lus lieus valeurs de p et résolvons réiinatlon par l'ojipopt à 



•4=(r^l)''«r 

Ex. 11. A deus liiamclres eonjuaucs de l'ellipse correspondent deux diamèlri 
pei'pendieuluires dans le cercle. 
Si m et I»' sont les coefficients angulaires de deux diamètres ennjuguiîs, on 

mm' = ; ■ Soient (x', y'), {x", i/''| les cxtréinilés des dionictres, et «', k" les vulcu 

de l'angle h qui leur corrpspozident; il vient 

tung «' tang li" = - I. 
On en déduit a" — m' = 90". 

Eï. 19. Trouver l'équation de la tangente et les longueurs des di^nii-dianièlics en 
jugués en ronetiun du l'angle u. On trouve pour la langcnte 



eitlc deeril sur le grand ase, deu 
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polygones dont les sommets se (l'onvciit sur los mèmfiS opdnniiccs. Ucu 
respondants ( cl T inscrits cfaiis i'pilipse et dans le f crcle oiit même 



Ainsi, en rcprcscnlant por /, r, i".,,, T,T', T". ., les siii'fMPS dr-s triif 
dans l'eDipac et dans le eeralc. on a 

'_''__ i^ — —'' 
•T~T~T"~""~tt' 
d'où 

T + T'-t-r'H — _i 

I -i- 1' -t- f -t ~b' 

Cetle équation est vraie quel que soit In nombre dos câtés dos polygones 
en supposant que ce nombre augmente indéliuiment, on Buru 
surf, ellip. 



surf, ellip. =- surf, cerc, ;= 7:11b, 
Si on désigne par 11', li' les dumi- diamètres eonjuj^ucs qui font entre eux un angle jj, 

Es. «1. Du eeiitre de l'ellipse, on mène la perpendiculaire Oit sur la normale an 
point M ; si H 01 W sont les points de reneonlrc de la normale avec les axes, on a : 
IHH■IllR = t^ MH'-M)l = rt'. 
Rx. 1». Si le diamètre OP rencontre la polaire du point P en 11 et la courbe en S, 

OP.OR = (JS^. 

Ex. i«. Si on joint un foyer F aux cifrêmités d'une corde parallèle au grand axe, la 
somme des dcui rayons vecteurs est égale au grand axe. 

Ex. 1 a. Déterminer le nombre de normales que l'on peut mener à l'ellipse ; 1° Par 
un point du grand axe; 2° par un point du petit axe; 3" par un point quelconque. 

Ex. 18. La somme des carrés des réciproques de deux diamètres perpendiculaires 
est constante. 

Ëx. 10. On mène les dcmi'dianiètres conjugés OD, OE ainsi que les normales en 
D et E qui se reconlrcnt en S; montrer que OS est perpendiculaire à DE. 

Ex. ï». Parmi les parallélogrammes inscrits à une même ellipse, ceux dont les diago- 
nales forment deux diamètres conjugués sont maximum. 

Ex. ai. Dans tout parallélogramnie circonscrit à une ellipse, les dliigoitales sont deux 
diamètres conjugués. 
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liv. 88. Par un point fixe, on mène des tangentes i une série d'ellipses ayant même 
eonlro, leurs axes proportionnels et dirigés suivant les mêmes [[roiles; trouver le lie» 
géomélrique des points de contact. 

Es. 88. Trouver le lieu du milieu de la cni'de qui réuziil les oxtrémitfis de deux 
diamètres conjugués. 

Ex. 84, Trouver le lieu du milieu du rayon qui va du centre de l'ellipse au point 
de contact d'une tangente. 

Ex. as. Une ellipse se ment en restant tangente à deux droites rectangulaires ; trou- 
ver le lieu du centre. 

Ex. 841. Par un point lise P pris sur l'ellipse, on mène une corde quelconque PM. 
Trouver le lieu du point d'intersection de la tangente en M avec le diamètre parallèle à 
la corde. 

Nous renvoyons les élèves stndieux au Cn.ip. X, où se trouvent de nombreuses pro- 
priétés des coniques i démontrer ainsi que des lieux géométriques k déterminer. 



§ ïî. DE L lIÏPERBOLIi. 

30S. L'hypei-bolc est la courbe défitiic par 

lorsque les coeffîeienis M et iV sont de sij,'nc différeni; pur siiilc, son 
équation se présentera sous l'une des formes 

My' — Njc' = H, Nx' — Tily^ = H, My^ — Nx' = 0. 

La dernière iiui correspond à H ;= 0, définit deux lignes droites: 

c'est un cas particulier du genre hyperbole ; les deux antres représenicnl 

e courbe réelle, et il suffit, pour étti- 

T l'bypej'bole, do prendre l'une des 

I deux premières équations, par exemple, 

Nx'~Mf=^ II. 










En supposant les axes rectangulaires, ce sera l'équation de l'hyperbole 
rapportée à son centre et à ses axes. La courbe rencontre l'axe des x en 
deux points réels A et A', à une dislance ± « de l'origine; la longueur 
AA' = 2a se nomme \'axe réfl ou Vaxe transveme de l'hyperholc. Les 
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points d'intersecliaii de la courhc avec l'axe des y sont imaginaires; 
ccpendani, on porte sur cet asc, de chaque côté du centre, une longueur 
égale à b, et on regarde la distance lïB' = 2& comme étant la longueur 
de l'axe imaginaire de la courbe. Les poinls A et A' sont les sommets de 
l'hyperbole. 

On tire de l'équation (1) 

6V — ahf = «=6% 



L'ordonnée y est toujours réelle et augmente indéfintmcnl, lorsque 
l'abcisse varie d'une manière continue depuis d: a jusqu'à ± go ; elle est 
imaginaire pour toute valeur de x comprise entre dr a : la courbe se 
compose de deux branches distinctes i.ssues des points A et A', et qui 
s'éloignent h l'infini dans les deux sens de l'axe réel en s'écartani de 
plus en plus de cet axe. Pour mieux préciser la direction des branches 
de l'hyperbole, désignons par p la longueur du rayon OM, et par m 
l'angle de ce rayon avecrasc Iransverse; on a : iB = p cos m,i/ = p sin m, 
et, par suite. 

En résolvant l'équation par rapporl à p^, on trouve 



La plus petite valeur de p correspond à cos o) = I , c'est-à-dire îi si = 0, 
Le rayon devient infini, si cos w = ± — ■ ■ ; on en déduit 

tan'6> = ±-. 

;s 2a et 2&, les diagonales sont 



droites (/() et [II'), lors- 
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qu'il devient infini, ci celles-ci sont les a.symptoles de riiypccbolc. Les 
deux branches de la courbe sont siludes dans les angles opposés des 
diagonales, et s'éloignent indéfiniment en se rapprochani de pins en plus 
de ces droites. 

Dans le cas particulier où a = 6, réqnalion de l'hyperbole devient 

et on dit alors que l'hypei-bole esl é<iînlalére ; elle a pour asymptotes 
deux droiles perpendiculaires, y = x et »/ = — x. L'hyperbole équilatèrc 
est dans le genre hyperbole, ee qu'est le ecrele dans le genre ellipse. 
Si on a])plique la discussion précédente à l'équation 

M(/--iXa:^ = iI, ou 'L — ^_^l, 

on verra qu'elle représente une hyperbole ayant pour axe réel 26,et pour 
axe imaginaire 2a ; elle a le même centre, les mêmes axes que la première, 
seulement son axe réel csl imaginaire dans l'autre. Deux hyperboles, 
qui jouissent de cette propriété, s'appellent hyperboles conjuguées. Il est 
visible que les asymptotes sont les mêmes pour les deux couibes. 

S09. L'équation de l'hyperbole peut s'écrire 



K^'> ne-> 



X étant un coefficient indéterminé. Ces équations représentent deux droiles 
AM et A'M, issues des sommcis A et A', et qui se coupent sur la courbe; 
car, en multipliant membre à membre, un retrouve l'équation (f). Pour 
a; = 0, on obtient 

!j = ON = ~ bï, y = ON' = Y ' 

d'où 

ON 0N' = — 6^ 

Ainsi, l'hyperbole ayant pour axe Ironsverse 2o est le Uett du point 
d'intersection de deux droites issues des extrémités de cet axe, et qui inter- 
ceptent sur l'axe imaginaire deux segments dont le produit est constant 
et égal à — b^. 
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310. Trouver l'iq nation de t'hyperbolu rapportée à s 
Il suffit de riimplacw x par x + a clans réqnotion 



un trouve, par ce cliiingcmcnt, 

l'osods j) ==— ; il vicniira, en riiîolviinl l'ijqiiiitiaii ii.ir l'apport ;i y^, 
(3) y^ = 2px4--^a;^ 

Dans riiypeibole, le carré de ri)rdnnLiée est rlone plus i;raiid que Ii 
iTelangle coiislriiil sur le paraiiiùlre 2/» et l'alicissc. 



%\\. Dans toute hyperbole, Its points ¥ elV de t'axe Iransvcrse, nittiés 
à une distance du centre c = (/u' - 
jouissent de cette propriété que la i 
renrc de leurs dislances à un point de la 1 
courbe est constante et égale à l'axe truns- 
nerse. 

Soit M {x, y] un point de l'hyperbole; 1 
menons FM, F'M et MP perpendiculaire î 
l'iae iransverse. le triangle MPF donne 

HF^ = MP^ -H PF^ == »/^ + (c — xy. ''''■ 

iïliiis 1/^= — (j^-^a^); en siibstilnnnt, il vjeot 



Dans riiyperl)olc, l'abcisse a; e^-t au moins égale .'i ii, cl o 
|iUis grand que «, le second membre de (4) est positif. 
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Oii Iruuvcrnit, par un caliMil analogue 



Si on relt'aiiche membi'c à membre les énualions (B) et (4), on obtient 
MF' — MF = 2a; 
ce qui démontre la ppoprîélc énoncée. 

Les points remarquables F et F' s'appellent foyers de l'hyperbole ; les 
distances MF et MF' sont les rayons vecteurs du point M. Les relations (4) 
et {3) donnent les expressions de ces rayons vecteurs en fonclion de 
l'abeissc du point de la courbe. 

Pour construire les foyers, il faut élever au point A de l'axe transverse 
nne perpendiculaire AK= 6, et décrire du point comme centre une 
circonférence avec un rayon égal à OK; elle rencontrera l'axe 2a en deux 
points qui seront les foyers ; car OF =^ OK = ya^ ■+■ b^. 

212. A chaque foyer de l'hyperbole correspond une droite telle, que le 
rapport des distances d'un point de la courbe au foyer et à celle droite esi 

coiislimt et égal à -• 

Portons, de chaque côté du centre, une longueur OD = OD' =^ — > et 

élevons en D et D' des perpendiculaires à l'axe transverse; si on mène 
par le point M une parallèle h ce dernier, on a 

Mll = OP — OD=x— — ■ 

D'un autre côlc, on sait que 



=^('-f)' 



On verrait de la même manière que -— = — ■ 

Les droites DL, D'L' se nomment les directrices de l'hyperbole. La 
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diBlancu OD =— est plus petite (jiie OA, puisque t>a ; les directrices 

sont situées entre les sommets de la courbe et le centre. Pour les con- 
struire, on prend sur l'axe imaginaire une longueur OE = a, et l'on 
joint F'fi : la perpendiculaire élevée en E à f'E rencontre l'iixe Iransverse 
en un point D qui appartient à la direclricc. En effet, dans le triangle 
rectangle DEF' on a la relation 

ÔË' = OD.Or'; 
d'oùOD = — ■ Lîi perpendiculaire à l'a\c transvtrsc élevée ;ui point T) 
sera la directrice qui correspond au l'oyer 1'. 

31S. Trouver l'équation en coordonnées polaires de Vhyperbole, le. 
foyer F' étant pris pour pôle. 

L'axe polaire coïncidant avec l'axe transverse, on a, pour un point 
quelconque SI' (p, w) do la branche située À gauche de l'origine, 

OÙ X représente la distance absolue 01"; mais OP' ,= 01'" ■+- P'P' = 
e — p cos M ; en substituant, il vient 

p = — (r — peos w) — a = — '-■ cos m, 

a a a ' 

et, par suite, 



On trouverait, pour i'équation analogue de la seconde branche, 
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914. Les i>i'opnéi(>s des Toyors iiermeltcnl (3c décrire l'Iiviierliolc au 
moyen des axes. Soient AA', BB' les nxes donnes [fig. 71). On décrit du 
point comme centre une eirconfécencc nvee un rnyon égal à a' m- ô^ 
pour déterminer les foyers F et F' ; on trace ensuite de ces poîuts comme 
centre deux circonférences avec des rayons tels que leur différence soit 
égale J 2a; en vertu du N" 2 H, les points d'intersection des cireon- 
fcpenccs apparlienoent \t l'Iiyperbole. 

Pour (racer l'hyperbole d'un mouvement continu, on fixe [fig. 71) au 
foyer F' une règle F'M qui puisse tourner autour de ce point. On attache 
ensuite les extrémîtcs d'un fil, d'une part au foyer F, et de l'autre à 
l'extrémité M de la règle, lii longueur du fil étant telle q e F M — FM 
soit égale à la. La pointe d'un erayon, qui glisse le I g le la rc^le 
pendant le mouvement de rotation autour du point F', décrit e po I on 
de l'hyperbole ; car, par ee procédé, les rayons vecteur d ucnt ou 
aiismenlenl de la même quantité et leur différence est to j s égale a 

Eï. I . Trouver l'riquatioii de i'Iiypoilioie, l'oiigiiit; «taiil au foyer F. 

Si on change x en x -h r, dans rdquution i!a l'Iiypciibolt] iHppuilée ù ses mes, on mira 



nn remarqusnt que 6' = o* {«'— I). Cette équation serait aussi celle de l'ellipse rap- 
|)oiace à l'uu de ses foyers avce e <; 1. On verra lieulôl que, dans la parabole, le 
l'apport des distances d'un point de la courbe au foyer et à la directrice csl égal à i. 
Jj'équatiou (a) peut donc Élre considérée comme ceilc des couiques rapportées à un 
ïoycr, l'axe focal étant pris pour ase des ic; la nature de la courbe dépend de la 
valeur de e. 

TAKGENTB ET TORWAI.IÏ, 

915. Si on applique l'équation générnio de la tangente (N" liiâ) lorsque 
f (j, y) = — — ^— l,on obtient, pour l'équation de la tiingcute au 
point (c', y') de l'hyperbole ra])portée à ses axes. 



a-y 
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I.U,lli,,li. 



!n Torme 




■ 


(') ï-f=.. 




■ 


L'équation dû h, noi-male MNy ) 




■ 


co,n.b»n„mcmc,,ni„,»,a 




B 


""'-''-"î^!'-'''' 




■ 


Si on pose y = Jans los éqii; 




■ 


lions précédentes, im Ininve 




— o'~7' "- 


,0»-' 


Enlin, ,>„ « msii |.,„„ la „„„-t. 


:m^ 


pulii 



Hj 


H 


H 


^ 



s, = — PT = - {OP — OT) = ■ 
S„ = P!\ = ON — 01' = 



•i 1 0. Mener une tangente d l'hyperhule par un point extérieur {x', y'). 
Ponr trouver le poînl de contaet {x", y") d'une tangoiito issue du point 
donné, il fnut i-ésoudru les équairons 

m' b^ ' a^ b^ 

pur rapport à a;" et à y"; il est l'iicile de vérifier que les racines sont réelles 
ou iitiiiginaires suivant que le point est à l'extérieur ou à l'intérieiii' de ia 
courbe ; elles sont égales lorsque le point appartient îi l'Iiyperbole. 

D'après l'équation générale (N" 1S4), les tangentes menées par le point 
{x', y') h l'hyperbole rapportée aux axes sont représentées par 

'(ï--f-)"-(S~^0(S-S-0-'' 

Slî. Danfi l'hyperbole, la lamjente est bisneclrice de i'aiiylc den rayons 
vecteurs du point de contact. 
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Menons les niyons vecleiirs ilu point M [jig. 72); la droîle MT esl bis 
spclricc do l'angle IMiF', si on a la proporlioii 

TF _ MF 

TF' "^ MF' ' 
(>, en voi-Ki des étudiions (4) ei (:j), il vient 



d'nn nuire colc, i 



par coiisiiqiient, lii [ipoportion indi(|iice existe et la langenlc est bissec- 
trice de l'angle en M dw triangle FMF'. 

Corollaire. La normale est bissectrice de l'angle supplémentaire FMR : 
car les angles NMF et NHR ont pour eompléincnts des angles 6§:n\s. 

SIS. Le lieu des projections d'un foyer sur les tangentes à l'hyperbole 
est la circonférence décrite sur l'axe transverse comme diamètre. 

Ea efFel, prenons (/ig. 72) MH = MF; dans le triangle isocèle MIIF, la 
tangente MT esl perpendiculaire à IIP et passe par le milieu de ccUe 
ligne. Le point I est la projection du foyer sur la langenle ; mais on a, 

F'H MF' — MF 

dans le triangle FIIF', 01 -= î^ = = a. Comme la tangente 

MT est quelconque, il en résulte que le lieu dn point I scrii la circonfé- 
renee décrite du centre avec on rayon égal à a. 

fit9 . Construction de la (nrtgiend!. Supposons, en premier lleir, qu'il 
s'agisse de trouver la direction de la tangente en un point M (fig. 72) de 
l'hyperbole. On mène d'aliord les rayons vecteurs du point donné; on 
prend ensuite sui" F'M une longueur MH = MF, et on abaisse du point 
M une perpendiculaire sur la droite qui joint les poinLs F et II ; ce sera 
la tangente demandée, car elle divise l'angle en M en deux parlies égales. 

Si la tangente à l'hyperbole doit être menée par nr) point extérieur S, 
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il l'uiLt tliîurire du ce poinl comme ccnfrc une circoiifiireiicu iiv(;c un 
rayon SF; une deuxième circonférence ayant pour centre le foyer F' et 
pour rayon 2a rencontrera la première en deus points H et II' ; on joint 
CCS points au foyer F ; les perpendiculaires abaissées du point S sur les 
droites FH et FH' seront les tangenles demanducs. Les points de contact 
se trouvent sur les droites F'H et F'II'. 





Exercices , 


E-i. 1, Ch.:idierl'fl~|irMS 


io» Je hi pcrjieiiiiiculiiirt ^ilraissiio du 


!i riiyperbole. 




Oli trouvera 






1. ± ' . 




v/S^ç 


Si 011 dcsigiio pur a l'nii 


sic (le In norai«lo avec Tmc tra.isvc 


comporaisou des oquaEioris 





;oiiile expression de la perpeiidiculairi; 



Ex. a. Le produit des perpcndïcululres abaissées des foyer 
hole est oonsloiit et égal à — b^. 
Soient p et jj' tes purpcndicuiaires, ou a 



a tau(j;eiite il l'hypcr- 



I bie! 



V-i?' ' Vs^s 



^ = P — c ■ 



Eli multipliant, il vient 

ji.p' = P= — e=cos'H=-6'. 
Es. a. Cnc ellipse et une hyperbole homofocales su coupent à angle dro 
Les deux courbes 
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Ë\. 4. Lipij du |)oiiil (l'iiUerscclioii de la (jcrpeiiditiilaiii! ahiiisséo (tu (cij or sur I; 
iBiigciilo uvec le ruyo" qui joint le centre au jioiiit de coiita«t. 

II. La directrice. 

Ex. a. Lien du point d'iiitersectiiHi diMa [](M'))eiidti:uluire uli^iis^i'.' il<i (^l'iili'i' Ï1II k 
liinseiite uvee Je raymi vecicur du po:i)l de coula,:!, 

li. Un cei-ele. 

■i-JO. Soit Hi le locHicicnt (ingnlnirc d'tinc toidc MM'; le ilûimèlrc 
''cniis|Mj]nliiii[, |n)iir J'iiyiJci'Linio r.-ipporltîc iu\x )i\cs, esi l't'jii'ésfnlé |)iu' 




Slonuns [lar !■■ ci-iilru la droilii Eli' (jni-nllèlù ù ll.\l'; en sur., lu .liatiicU-c 
conjugué du iiPcmitM", cl lu fclalion précéJcnli; «x|H'ifne ([iie, ilims l'iiypen- 
bdle, le iirodiiit dos cocllicients (injjiiJiiii-cs de deux dinmèin.s coiijtt^iit-s 
(Jsl. conslatil ot posilif: il en rt'stiite que ces diuinètj'cs suiit lonjum-s 
d'un même <;dlé de l'axe imniçinaiiT. Lorstiiie («' iiiigmcule depuis zéiu 



jusqu'à la V 



la ifunnliK; m diminue en reslaiil plus grande ([ui 



'augle IJOK des diamètres devieul de plus eu plus petit. Enlla 
, h , h 



yGoosle 



SoiciU {s', 2/'), (x"j ly") ks jioiiits où Its diamèiL'cs coiij\ 
trcnl riiy[)(!rbole; l'équation du diamcti'e EE' peut s'écrire 

HiiiU, coniniL- il doit reiifej'inei' le point x", ij", on a la rcl. 



z _ 1 _ v_!!!^^ .^ ± ^^z;^ . 



Il y a donc toujours un des deux diamètres qui ne ruiiooutix (lai In 
Murbe. Prenons suc le diamèlre EE' une longueur OE, telle ([ue les 

eDordonnées de l'estrémité E soieiil -r-. — : on regarde Olî eiuniiir 
b a 

étant la longueiit- du denii-diamèlre imaginaire. 

•iîl. La différence dus carrés de deuj- diainèlres conjugués esl <:iiimluiKi! 
el égale à la différence des carrés des axi'S. 

Posons (6' = 0D, 6' = 0E; il vient, en \ertu du iinmérn |ii'éeiideiU, 



a4î. L'aire dii parullélugraïuine ctiiislnnl. sur ilcux diuiit 
jagtiés est égala au rectangle des axes. 
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En effet, OP étant In perpeiKlicii Ihi l'o abaissée i 
en D, et tp l'angle des diaincti'es conjugués, on !\ 
OP 1 ab 



V »' ''' V «■ '•' 

par suite, 

((^ = «'f.'.sino; 
ce qni démontre la proposition, 

323. Hyperbole rapporlée à deux diamètres conjugués. Prenons, pour 
axes des eoordonaées, les deux diamètres DD' et EE'; l'équation de 
rhyberbole sera de la forme 

Nx^ — My^^U, 
ear, pour chaque valeur attribuée à l'une des variables a; et i/, on doit 
trouvcf pour l'autre des valeurs égales et de signes eoniraires. Posons 

"'-\/ïf' ''-\/r 

Un en lire X>=— 7^, '^I = 7r^' ^^ l'équation de la courbe devient 



6'^ 



= 1; 



2a' est la longueur du diamètre qui rencontre la eourbe, et 26' est celle 
du diamètre imaginaire. Cette équation est de la même forme que l'équa- 
tion de l'hyperbole rapportée aux axes; il en sera de même pour les 
équations de la tangente, de la normale, du diamètre avec ces nouveaux 
axes; m et m' étant les coeHicients angulaires de deux diamètres conju- 
gués, on aura aussi la relation mm''^^ — , etc. 

3S4. Cordes supplémentaires. On peut satisl'airc ii l'équation do 
l'hyperbole 



en posant 



f-(?-> 14(5-)^ 
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équations qui, repi'ése nient deux droites issues des extrémités du din- 
mètpe 2a', ei qui se coupent sur la courbe, c'est-à-dire deux eordes su|iplé- 
mentaires. Soient jj. et fi' leurs eoefiicients angulaires, on a 



Aiusi, les diamètres parallèles à deux cordes supplémentaires sont 
conjugués. 

L'angle de deux eordes suppiéracntaircs est égal à celui de deux dia- 
mètres conjugués, ot peut prendre une valeur quelconque entre zéro et un 
angle droit. En effet, considérons, pour plus de facilité, deux cordes sup- 
plémentaires menées par les extrémités de l'axe transverse; elles sont 
représentées par les équations 

en désignant par rp l'angîe de ces droites, on trouvera 

tang (p = — r r-— ■ 

Lorsque y augmente depuis jusqu'à oo , l'angle tp diminue depuis DO" 
jusqu'à 0, Il en résulte qu'étant donné un angle aigu quelconque, il est 
toujours possible, par la construction indiquée pour l'ellipse, de trouver 
deux diamètres conjugués qui font entre eux l'angle donné. 

ÏÎ5, Deux diamètres conjugués délerniinenl, surnne tangente fixe à 
l'hyperbole, deux segments dont le produit est constant et égal au carré 
du demi-diamètre parallèle d la tangente. 

On le démontrerait de la même manière que pour l'ellipse N" 206, 
en changeant dans la suite des équations 6" en— ^ (»", La construction 
indiquée pour déterminer la direction des axes de l'ellipso s'applique 
également à l'hyperbole. 

ASYMPTOTES. 

386, Nous avons vu (N" 208) que l'hyperbole rapportée à ses axes a 
pour asymptotes les droites représentées par les équations 
b b 

•^ n ■' a 

•iii sont les diagonales du rcelaiigic des axes. 
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De même, si h couebe n pour eiiualiori 

a" b" 

où a' et b' sont <)eux demi-diamétiTs conjugués, les asymploles seront 
aussi les diagonales du panillélogrammc construit sur 2a', 2(i' et dont les 
équations sont 

h' b' 

En effet, désignons par Y l'ordonnée de la première droite pour la 
distinguer de l'ordonnée de la courbe; on trouve facilement 



c ■+- i/x- 



Or, si X augmente indéfiniment, la différence Y — t/ diminue de plus 
en plus, et elle s'évanouit lorsque x est infini : donc la droite est asymptote 
à la courbe. On verrait semblablement que la seconde droite jouit de la 
même propriété, 

227. La perpendiculuire abuissée du fui/er sur l'asymptote est égale 
à b; la distance comptée parallèlement à l'asymptote d'un point de ta 
courbe à la directrice est égale au rayon vecteur de ce point. 

Soit DL la directrice correspondante au foyer F d'une brandie d'hyper- 
I bole, La perpendiculaire abaissée du point (c, 0) 
r la droite 

y =— X, ou ug — b.r =^ 

(OUI- expression 

'" -,u 1,. 




Soi! M un point de la courbe; mctinns, j 
ce point, une parallèle à l'asymptote; la droite MR élant pcrpendicula 
il la directi'icc, on a 

Ml- <- 



yGoosle 



; MR = Ml^ cos 0, 5 étant l'yiigle de l'iisymiUolc n 



MF a a ^^. + ft. 

(l'uù 

Culte dernière propriclé pcrmei de déurire l'hyperbole d'un mouvement 
eoiuiciu. On prend une rèjçle telle que £PK dont la parlic EP est couchée 
sur DL cl la partie PK pantllèle à l'usymptote; on attache au point K et 
nu foyer F les exlréœilés d'un fil d'une longueur égale à KP; en faisant 
glisser la pointe d'un crayon le long de la règle, tandis que celle-ci glisse 
sur la directrice, on décrira une partie d'hyperbole : car, dans une 
position ijuelconqne M dn crayon, on a toujours MF^^ MP. 

«ÏS. Lespurties d'une sécante comprise entre rhi/pcihnle et tesaapnp- 
tules sont égales. 

Menons une sécante iiuelcouquc MM' (/(</. 7;i), et rii]ipurlou- 
à deux diamètres conjuj^ucsdoull'uu OU passe ■ 
par le milieu de MM'. L'hyperbole aura i 
éiiualioii de la forme 



de sorte ([u'ahstraetion l'aile dn signe, IN 
pari et d'autre les longueurs égales IM, IM', 




l-ji iiM]i[)(isau( i[iie la siieanle devieunc tajigciUo à la courbe, on a cette 
pro|)riélé : que le point de contact divise en cleiix partv'S égales lu portion 
de lu lamjenle comprise entre les asymplules. 

SÎ9. Le rectangle des segments (Vnne sécante compris entre un point 
lie lu courbe et les asymptotes rst ronshint et égal au carré itti ilemi- 
dianétne parallèle à la sécante. 
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lin efl'iit, on il, (l'api'ès In ligiirc, 



MN = IN ~ I M = -; a; — - j/x' — «'= = - (x — /a;'' 
el IN' étunl cgnl à IN, on a aussi 



MN' = JN-+-MI = -ic + ~/a;*— (("=-(3:-i- [/ie-— a'-). 

D'où on lire, par la inulliplicalion, 

MN . MiN' = b'^ ; 
ce qui démonlrfi la proposition. 

930. Ces différentes propriétés permettent de construire l'hyperbole 
lor.squ'on connaît les asymptotes et un point de la courbe. On lire, par 
le point M donné, une sécante quelconque qui rencontre les asymptotes 
en H et H'; on prend N'M' = NM; le point M' appartient k l'Iiyperboie. 
Cette construction répétée sur différentes sécantes menées par le point M 
donnera autant de points que l'on voudra de la courbe. 

Les mêmes données suffisent pour déterminer les longueurs de deux 
diamètres conjngués, lorsqu'on connaît la direction de l'un de ces dia- 
mètres. Soit EE' la direction d'un diamètre ; menons par le point M «ne 
sécante parallèle à EE'; la longueur du demi-diamètre OE sera la moyenne 
proportionnelle entre MN et MN'. Ce diamètre étant ainsi déterminé, 
on tire par le point E une parallèle EF au second diamètre qui est connu 
en direction, puisqu'il doit passer par le milieu de NN' ; la droite menée 
par le point F, parallèlement à OE déterminera la longueur OD du 
second diamcttc. 

Enfin, connaissant deus diamètres conjugués, on peut déterminer les 
axes; car on sait que les asymptotes sont les diaftonales du parallélo- 
gramme construit sur les diamètres; de plus, on a un point de la courbe. 
Les axes sont dirigés suivant les bissectrices des angles des asymptotes et 
leurs longueurs s'obtiennent par le procédé qu'on vient d'indiquer. 

331. Trouver l'équation de l'hyperbole rappariée à ses asymploteft. 
Comme l'origine des axes est au centre de l'hyperbole, l'équation de 
cette courbe est de la forme 

Aj/^ -t- 2lîa,-y + Ci^ = Il. 
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L'asc ans X loiielio la ooiirbfi ;'i l'infini ; il on resuite quo pnnn t/ = 0, 
l'éqnalion doit donner pourx une valeur infinie, el, par suite, le cocffîeient 
C doit être nul. Il en sera de même du coclïicient A, puisque l'axe des y 
esl tangent h la courbe à l'infini. L'êqualion de l'hyperbole, pour ce système 
d'ascs, se réduit h 

2toy=n, ou ^!/-=2Ï3' 

Le second membre est nécessairement posilif; car les coordonnées 
sont toujours de même signe. Posons k^ '=^5 l'éininiion de l'hyperbole 
rapportée à ses asymiitotes prendra la forme 
xy = k\ 

La quantité A^ s'exprime faeilement en foneiion des axes de la courbe. 
Considérons {/ig. 73) le sommet A de l'Iiyperbole situé supla bisseciricc 
des asymptotes; pour ce point, ona y =a; = AP. Mais, si on élève en A 
une perpendiculaire à OA, et si on la prolonge jusqu'à sa rencontre 
en Bavec l'asymptote ON, on a évidemment 



Ainsi i! vie 


nt, pour 


les coordonnées du sommet, 
l/a. * i- 


En subslitu 


ant dans 


l'équation, ou trouve 
,, a^ + b^ 



Théorèmes et exercices snr l'hyperbole. 



Ex. I. Ti'ouvor l'équation de la tangente !i l'iijpc.bole i 
Celfc tqiiûtînn peut se nifiltrc sous la forme 



Es. S. Des parallèles menées d'un point de l'hyperbole smx asyiinilotcs foiii 
lïcc ces droites un para II élug ranime dont l'aire est ec 
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La courlis ctaiit va|i]invtM hus lisymptotcs, I il ire 
fxprcssiuii xy siii 2^, 20 ctiiii[ l'aiiftlu des asjmploles ; 



On cil dédii 



Ex. 3. Lii!U lies points de eonlacl des laiigcules 
bolts ayuiit pour asymptotes deux droites lixfs. 
La tangente au point (ai' , y') de l'hyperboie xy = 



C'est réi|uotion d'une liyperlioie. 

Ex. 4. Le reetangle roiisliuit sur la normale et h pei-pi^iiJiciil^ire aboissee du centre 
sui' h tiingcnte est coiislaut et égnl è li'. 

SIéme démon s t l'a t Ion que pour l'ellipse (Ex, i], 

Ex. A. La différence des caries des projections de deux diamètres conjugues sur un 
axe est eonstanle. 

Eu ofTet {x-, •/), [x". y") étant les extrémités de ees diiiraètres, ou u 

Ex. V. Trouier la coudition pour ijue l'équation 

ky' -V 20^1/ + C*' -H 2Di/ -H SfEr -v F = 
représente un hyperbole équilatère. 

Les asymptotes de l'hyperbole ropreiîcntéo par l'équation sont parallèles unx droites 
Aj'-l-SBœy-i- Ci''=:0. Si 00 exprime que ces dernières sont perpendiculaires, on 
trouve pour la condition demandée A + C;=0 avec des axes rectangulaires, et A + C 
= 2B oos 9 pour des axes oblique». 

Ex. 7. Le point de concours des hauteurs d'un triangle inscrit ù l'Iiyperbolc équi- 
latère est sur celte combe. 

Soit AA'B le triangle inscrit; abaissons du sommet B une perpendiculaire sur A.V, 
prenons cette droite pour asc des y et AA' pour axe des œ. L'équation 

aa'y' -+- T/xy ■+■ i&'a;' — aa' (b -i- 6') jr — bb' (o -\-a')x + aa'bb' = 
représente une conique qui passe par les commets du triangle en supposant que a et n' 
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soionl les abcisses des poiiils A et A', l'I b Votdunnée du [loiiit L. La quaiilitc 6' est 
l'ordonnée du second point d'intersection de la courbe avec l'axe des </. Maïs, pour 

l'hyperbole ëquilatère, aa' =: — 66' j d'où b' ^= — - Il est facile de vêrilier que le 



"■~'(».-t)« 



ppéciîéraent le point de concours des hauteurs du triangle AA'B. 

u des centres des hyperboles équilatères qui passent par trnispoîtils donnes. 
C'est un eerele qui a pour équation 

26 {x^ -t- y') - (6* -aa']y-b{a-t-a-)T = 0, 
011 o, a' el 6 ont la même signification quo dans l'exemple précèdent. 

Es. O. Le cercle circonscrit à un triangle conjugué k l'hyperbole équilatére passe 
par le centre de la courbe. 

Soient P„ P,, Pa, les sommets du triangle; prenons P,P, pour me des a: et P,Pî 
pour axe des y. Si on exprime quo lu polaire du point Fj coïncide avec l'axe des x, 
■t celle du point Pj avec l'axe des y, on trouïc pour les coordonnées des points Pj et Ps, 



i~H (»-!)■ 



Le cercle qui passe par les si 



B (ïî -H j,ï ^ 2^y ces 0) -t- l)ï -+- Ey = ; 

A-t-C 
ou (lien, en remplaçant eos par --^jj- ' 

B (!"' + y'J -f- *!/ ( A -i- C) + Dœ + Ey = 0. 

Cette équation peut s 'écrire 

ar (Ba^ + A;/ + D] 4- !/ (% -t- C^ + E) = 0. 
G( an suit que les coordonnées du centre annulent les polynâmes des parontlièses. 

Ex. lO. Le cercle circonscrit au triangle Tormé par les diagonales d'un quadrilatère 
inscrit it l'hyperholc éqnilatère passe par le centre de la courbe. 

Ce triangle est conjugué à l'hyperbole, el, en vertu de l'exemple précédent, le cercle 
circonscrit renferme le centre. 

Ex. 1t. Lieu des points tels que la différence des carrés de leurs distances à deux 
droites fixes est conslunte et égale à m'. Avec les droites fixes pour axes, on trouve 
riiyporbolo cquilatÈre 



Ex. ■ a. Lieu des centres des cercles tangents extérieurement à deux cercles donnes. 
Soient Ct, Cs, r,, r, les centres et les rayons de deux cercles fixes; C et i- le centre 
ut le rayon du cercle qui touche extérieurement les deux autres. On a 

€C, = r + ^„ CCi = »--+-r,; 
il'où 

ce, — mis == r, ~ r, = coustan le. 
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elle représente une liyperbole nyout pour osymploles les droites données. 

Ex. 16. Partager un triangle A6C par ui)e sécante DE, de msniârc 6 ce que les deux 
parties du triangle soiententre elles dans uu rapport donnù, et qu'elles aieuf leurs 
centres de gravité sur une mémo perpendiculaire à la sécante. 

Ex. ««, On donne deux droites et uu point fiies; par le point fixe P, on mène une 
sécante quelconque qui rencontre les droites aux points C et D ; trouver le lieu d'un 
point M de la sécante qui divise CD dans uu raj>prt donne. 

Ex. 18. Avec les données de l'exemple précédent, trouver le lieu d'un point N de la 
sécante qui la divise en moyenue et extrême raison. 

Ex. <», Quel est le lieu géoméiriqne des centres des cercles iiingenls ii un cercle 
donné et passant par un point fixe ? 

Ex. so. Si l'extrémité D d'un diamètre décrit l'Iiyperholc, quel sera le lieu décrit 
par l'extrémité E du conjugué de ce dIamètJ'e? 

Ex. ti, Étant données la base et la différence des deux autres câtés d'un triangle, 
trouver, suus sa forme la plus simple, l'cquation du lieu du sommet. 

Ex, sa. Dans un ccrale, on mène une corde quelconque MN perpendiculaire à un 
diamèLre fixe AB; trouver le lieu du point d'inlerseelion des droiles AM, BN. 

Ex. sa, lîtiint données les hyperboles 

trouver le lieu du pûlo d'une langenle quelconque àc l'une p,ir rapperl à l'autre. 
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i parullplos I 
s, ail point n 



aux exlrcmilcs d'une corde focale. 

Hx. sa. Etant données doux drnitrs Tixes, on mène 
que AB qui les rencontre cnAe[B;oii pienil.surc 
que AM- MB = ft'. Trouver le lieu du point SI. 

Ex. as. Trouver le lieu des inlcrseetioiis des perpcndii'iilairPS aliaissérs dos foyers 
d'une hyperbole sur deux diamètres conjugues. 

Ex. •>. Un mène mie série de cercles qui passent par deux points Ihes, et, dans 
chacun d'eux, un diamètre parallèle à une direction dounce; trouver le lieu des oxli-é- 
mités de ces diamètres. 

Ex. »S. Étant donnés un point et une droite lises, on fait tourner un «unie de gran- 
deur constante autour du point (i.ie; trouver le lieu du centre du cercle circonscrit su 
triangle v.iriahle formé pnr tes câlcs de l'ungle et In droite donnée. 

Ex, «O. Étant donnée une ellipse, un mène deux diamètres conjugués i|uclconcjues; 
trouver le lieu de l'intersection de l'un do cps diamètres avec une perpendiculaire 
abaissée d'un point fixe sur l'autre. 

Consulter ensuite le ch.ip. X oji se trouvent de uoralireux exercices. 
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dans le sens des x posilifs. 

Quand le pammèlfc 2/) est 
négalif, l'ordonnée y de la 
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pour les viilcurs négatives de x comp 
s'élend nlors du côté des x négatifs. 

Afin de mieux définir la forme de la 
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peut considérer cetli; courbe c(imm(! étant lit liniilc vers l.ifiuclle lend iinc 
ellipse dont le grand axe croit indéfiiiimenr. Soient 2tt cl 26 les axes 
d'une ellipse, et F le foyer voisin du soDimct : si on prend ce dernier 
pour l'origine des coordonnées rectnngiilaires, ccUe ellipse est repré- 
sentée par réqiialion 

Nous supposons que OF reste constant lorsque le grand axe augmente 
Posons 0F=^ ; on sait que 01' ^^ a — c, el, par suite, 



On en tire 
Si on fait 11 



iubslilution de 



1,^ 



valeurs dans l'équation de l'ellipse, i 



'-^'"Q-a-s)' 



Lorsque « devient inlini, cette équation se réduit à 
if = ^qx ; 
ainsi, à la limite, l'ellipse se change en parabole. 

Il esistc donc une différence sensible entre celle dernière courbe et 
une branche d'hyperbole ; dans celle-ci, les deux parties symétriques sont 
divergentes et s'éloigneni de plus en plus de l'axe; dans la parabole, 
contraire, elles ont une tendance à se rejoindre à l'inlini s 
courbe. 



. Q1...II0 . 



ie du point de la parabole qui s 
tel du la parabole 



e de la 



■t le point (ai = 2/isiii 2a, 0). 
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Kx. 3. On incuc ttuns une parabole dciix coriles pcrpcndieutaircs AB, A'B'; les 
distauces de leurs milieux Et l'axe ont pour moyenne gi5ontétrii]ue la moitié du paramètre. 

Soiciit (*', y'), (ar", y") les coordonnées des exlrémités do la corde AB, m son coeffi- 
cient aiigHJairii, et S rordoniiée du milieu de eelte corile. (In a 



1 y" - y"' 2,, (*;■ - *") 

On Iroui-erait également pour la corde A'R', m'S' =:p. En mulUpiiant, it n'eut 
tHm'W:=p' ou — SI' i^p'; car les cordes étant pcppendicolarres, on a aim' := — ). 

Ex, 4, Par le sommet d'une parabole, on mène une eopde quelconque OM, cl, par 
le point AI une perpendiculaire i cette coide; la distance comprise entre le pied de 
l'ordonnée du point M et le point d'intersection A de la perpendiculaire avec l'axe 
est égale au paramètre. 

Soient (x', n') les coordonna du point M; la peipendiculaire IIA a pour équation 

«,.i!; = o,.„.:.-.' = Ç=*î=2r. 

Ex, 5. Trouver l'expression do l'aire d'un triangle inscrit i la parabole. 

En représentant par {»', '/), (a:", /'), {x'", y'") les sommets du triangle, on sait qne 



- [,/ {X" ~ a;'") -H y" K" - X') -4- V'" (x' - x")] ; 

mais y"^^ipx', i/"^ ^Ipi/', j"'" = ÏÏjja;'" ; l'cspression prceédenle peut so mettre 
sous la forme 

~D/(y"=-!/"'^|-t- !/"(;/""-!/") -t-!/"'iy'-y"')] = Ç(!''-!'") (!/"-!/'") (/"-!'')- 

•JSS. Foyer el directrice. Prenons [fig. 70), sur l'axe de la parnbole et 

à partir du sommet, une longueur OF =^ ; joignons co poini à un point 

quelconque M de la parabole et abaissons MP perpendiculaire à l'axe. Le 
triangle PMP donne 



^'--('-0'= 



'ijix H- X 
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La (listuncc d'im point de la p.iPiibolc an poini F s'exprime par iino 
fonciion rfiiJonncllc de l'nbdsse comme dans IVIlipse. Le poini F se 
nenimo le foyer de la pnt'iibole ; il est situe sur l'nxe ii une distance dn 

sommet égale itit quart du pnraméli'c. 

Prenons, i\ gauclic de l'origine, une looL^uciir Of> (■iç.ilc à '- el menons 

!a droiie DL pci-peiulii'iilaijc \\ l'axe. Il vienl, ponr la Hislanee dn p')iiil M 
il cette di'oUc, 

et, par eonsôq lient, MU = MF. La droite DL se nomme la (Hrerliice de la 
parabole; on a donc cette pi-opriélé : chaque point tle (u parabole est 
â égale diatance du foyer et de lu directrice. 

334. Trouver l'équation en coordonnées polaires de la parabole, le 
foyer étant pris pour pôle. 

Soient p, M les coordonnées d'on point quelconque M (fig. 7(iJ de la 
courbe. On a 

mnis j; = OF -t- FP=^-+- p eos m. Fo substituant el résolvant leqiialioo 



L'angle w se eomple à partir de FX en allant ^crs OY ; si on romptai 
cet angle en sens opposé, c'csi-i'i-dirc, à partir de FO en alliint vers li 
point SI, il l'aiulraît changer le signe de eos w, et, dans ce cas, l'équalioi 
de la parabole en coordonnées polaires serait 



Si w=i)0", on a:p = ;j; par siiilc, le paramétre 2/» re|n-ésenle la 
longueur de In corde focale perpendicnlaire à l'aie de Iei cnnrbe. 

939. Construire une parat/ole tonnaimant le paramètre 2/). 
L'éqnalinn t/' = 2y)x exprime qne l'ordonnée est moyenne proportion- 
nelle entre le paramètre el l'abeissc ; de là découle noc première consiriic- 
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itim ilo [a ^nriiljuk. On purlc %\ïv une dnii 
loiij;ucur OQ = 2/1 ; ou dtîcril ensuilu des t 
point Q et dont les contres se trouvent sur 
ncnl, sur une perpciidiculiiii-c ékvée ei 
moyeunes proportion nelks entre OQ et 
OP, OQ et OP'.... ; ce sont les longueurs 
lies ordunnées des points de In piiralxilo 
<|iii ont pour nbcisscs OP, OP'.... Il silHii 
d'élever en P, P'.... les perpeiidieuliiirus 

PM. PM' éfçaics à ON, ON'.... pour 

obienir tes points correspondants de \\\ 
courbe. 

La propriété du loyer el de la dircclriei 

de In parabole. On ]>rend (/(j. 78), sur une 

élève la perpeiidiculaîrc DL; le point F 
el le milieu de la disUince FD le sommet 
de la courbe; on mène ensuite, par u[i puini 
i|uelconi]Uc P, une parallèle 5 DL ; la circon- 
férence décrite du foyer comme centre avec 
un rayon égal à PD rencontre cette droite 
en deux points M et M' qui appartiennent à 
la par;ibole; curées points sont égaicmcnl 
distants du Toyer el de la directrice. 

On peut aussi décrire la parabole d'un 
mouvement continu, au moyen d'une règle 
AltG il angle droit et dont la partie Al) es 
On fisc, au foyer F et en G, les extrémités d' 
à BG. Le crayon qui glisse le long de BG en tei 
que lu règle monte ou descend sur la direcli 
parabole ; car on a toujours MF = MB, 



rconrérenccs ]ms.';arit par le 

il droile OQ ; elles détermi- 

longiiciii's ON, ON'.... 
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--'{, etuu 
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foycis 
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cutichée sur la direelriee 

iil d'une longueur éguli 
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liingente on \\\\ point M (a' 
ion (KM 52) 
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ou Lien, 1^11 multipliant et en remarquant que y'^ = 2px', 
yij' ^p{x-^3.'). 

Pour !/ = 0, on trouve a; = OT = — a', et, par suite, PT = — 2s' 
la soîts-lan<]ente, dans la parabole, mut le double de l'ahchse du point de 
contact. On trouve immédiatement la direction de h\ tangente au point M 
d'une parabole, en portant sur l'axe el à 
gauche dn sommet une longueur OT 
égale Ji l'abcissc du point donne; en 
joignant MT, on r la tangente au point M. 

Lorsque x' , y' sont les coordonnées 
d'un point quelconque du plan, l'équa- 
tion précédente représente la polaire de 
ce point; il en résulte celte propriété t 
que les polaires de deux points quelcon- 
ques M' (x', y'), M" {x", y") dèlerminent, 
sur l'axe de la parabole, un segment égal '^' 

à x' — x", c'est-à-dire égal à ta distance entre les pieds des perpendicu- 
laires abaissées de ces points sur cet axe. Si le point {x', y') appartient à 
l'axe, i/' = et la polaire correspondante est x = — a;', c'est-à-dire 
une droite perpendiculaire Ji Taxe; quand :c' =^, a; = — ^: la direc- 
trice est donc la polaire du foyer. 

Pour trouver les coordonnées des points de contact des tangentes issues 
d'un point extérieur {x', y'), il faut combine]' l'équation de la polaire de 
ce point avec l'équation de la courbe. On obtient ainsi pour x tAy des 
valeurs qui sont réelles ou imaginaires suivant que le point est en dehors 
ou il l'intérieur de la parabole. 

L'cqiialion de la nornrile au point M (a;', y') sera 

!,-../-^^(^— '). 
Si on pose )/ = 0, on aura, pour l'abcissc ON du point où la normale 
rencontre l'axe, a: = a;' -f- p; on en déduit PN = p : dans la parabole, 
ta sous-normale est constante et égale à ta moitié du parami'ire. 

La distance du point N au foyer est égale ou rayon vecteur du point i!o 
conlact; car, 

NF = NP + PF = p -t- x' ~ I = a;' + ^ : 
le foyer est le centre du cercle ijui passe par les points N, T, M. 
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lîï, 1. Quelle ust l'iiitliiiaisi 


,» do 1. UegenU i l'exleémilo de 1\ 


n'iloiiiiiio qui pussf 


par le foyer? R. i5». 






Ex. a. Trouver lescûopdonee 


:0S du point de concours des langentes 


aux points (»!',/), 


,,..,.., I, , P(-'— "1 


y' +v" v'v" 
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Ex. 3. Clierclici' la coiidili 



Ex. 4. La perpendiculaire abaissée du foyci' sur la langcntc C9l lu iiioyi:iitic i 
trique nii(i-e les rayons vecteurs du point de coutuctcl du sommet de la eourbc. 
Soit P la pcrpciidiculuire abaissée du foyer F sur la tangente en M, on a 



d'où 

l'^KoF- MF. 
Ex. 5. Lieu da point d'interseetiuiv do la poi-p ndiculaire abaissée du foyer su.' \:> 
tangente avee le rayon qui joint le sommet au po'til de contact. 
R. ji' -t- 2*' — pa = 0. 
Es. O. Lieu du pied de la perpendiculaire abaissée du foyer sur la normale, 
La perpendiculaire abaissée du foyer sur la normale a pour loiigucur-l/2ic'(2ji' + pj. 
Soit w l'angle de lu perpendiculaire avec Taxe de la parabolcj on a 



le, et en ddsignaut par p li 



En prenant le foyer pour pôle, et en désignant par p la porpendiculaijo ubai; 
la normale, on peut écrire 



l'cquation du lieu, en courdunites polaires, sera 
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833. La tanynnti: fait des a)igli:s égaux avec l'ave cl la rayon veeleur 
du point de contact. 

Dfins le Iriangle TiMF {ji^. 79), on :i 

TF = OT -+. OP = a;' + 1 = l'M ; 

d'dù resiiiti; ['.■i^iilili; .les iui-lus FTJI et TMF. 

Corollaire. La normale est binseclrice de l'angle formé par le rayon 
vecteur et w«b parallèle à l'axe passant par le point de contact; cap l'iiiiglc 
SMH est égal à l'iinglc MTX ou TMF, ei les angles de In normale u\ec FM 
et Mil sont les complémenls de doux angles égiinx. 

S3§. Le lieu des projections du foyer sur les tangentes à la pu) aboie 
est la tangente aa sommet de cette courbe, 

Soil DL la directrice {flg. 7ft) ; pmhmgeons HM jusqu'à sa reJicoiiti'e 
en K avee cette droite, le iriiinglc FMK est isocèle et la liini;cnte est 
perpendiculaire au milieu 1 de lu U-.ue FK. Le point I est la projection du 
foyer sur la tangente; il se trouve nécessairement sur la tangente OY 
(]ui pnssG pnr le milieu de FU, et (|iii est parallèle à ht dircclricç. 

*J3A. r,es propriétés qui précèdent permettent de construire la tangente 
à la parabole. Si on donne le point de contact M {fig. 79) sur la courbe, 
on tirt pu lc ptint une pnnllele ;i l'axe. Soit R le point où elle ren- 
contie la diitrinco, si on joint K et F, la pcrpendieuliiire abaissée du 
print M sui FK stin h tangente i la courbe au point M. 
Poui tioNM r les lin-,uitLs issues d'un point extérieur S, on décrit du ce 
point comme centre avec un rayon SF une 
uiconlerencequi rencontrera la directrice 
en deux points K et K' ; les tangentes cber- 
chees seront les perpendiculaires abaissées 
Ju point S sur les droites FK et FK'. 

940. L'angle de deux tangentes est 
égal d la moitié de l'angle des rayons 
vecleitvit des points de contact. 
;t, soit (fi.g. 80) \(T et M"T" deux langenlcs; puisque cliauuue 
(■g;ilenieiil inclinée sur le rayon \ccleur et sur Taxe, on a 
MFX = 2MTX, M"FX = 2M"T"X ; 
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cil reU'iiiiclmtit membre a membre, il vient 

MFM" = 2 (MTX — M"T"X) = 2TPT". 
Corollaire. Les lantienles meiUes d'un ■puiiU de la directrice à la 
parabole sont perpendiculaires; car si le point de concours P des 
tan^enics est sur In directrice, lu corde des conlacls M"M pusse pnr le 
foyer qui esl le pôle de cctlc droilc; les rayons vecteurs FM et FM" font 
entre eux un angle égal à iSO" cl, pur suite, les tangenli's sont perpen- 
diculaires. 

S41. La droite qai joint le foyer au point de concours île deux tun- 
gentes est htsseelrice des rayons vecteurs des points de contact. 

Nous Kvons vn (N" 198) que celte propriété existe dans l'ellipse ; elle ne 
cessera pas d'avoir lieu k la limite, lorsque le grand axe de celle courbe 
devient infini, c'esl-à-dirc lorsque l'ellipse se cbange en une parabole. 

Corollaire 1 . Vangle formé par les rayons vecteurs des points de ren- 
contre dhme tangente variable avec deux tangentes fixes est égal li l'angle 
de ces tangentes. 

Soit M'T' {/ig. 80) une tangente variable qui rencontre les dens tan- 
gentes fiMS en N et Q ; l'angle HFQ se compose de deux angles dont l'un 

NFM' est égal à I MFM', cl l'autre M'FQ est la luoilié de l'angle M'FSl"; il 
en résulte que 

M'Q = l (MFM' -i- M'FM") = | MFM" ; 

or, la moitié de l'angle MfM" est égal k l'angle des langcntcs li\es;donc 
la proposilion est dëmoutréc. 

Corollaire 2. Le cercle qui passe par les sommets d'un triangle cir- 
comcril à une parabole renferme le foyer de la courbe ; car, danî le qua- 
drilatère NPQF, les angles opposés en P et en F sont supplémentaires, 
et le eercie qui passe par les sommets N, P, Q, passera nécessairement 
par le foyer. 

343, L'équation d'un diamètre, dans la parabole y^ — "Ifix =■ 0, csl 
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m ùtant le couOieieiit anjçulaire des cordes correspondantes : (oiis les 
diamètres sont donc parallèles à i'ase de i.i courbe. 

Soilî/Tordonnëe du point d'inlerseelion du diamètre avec la parabole; 
on a la relation 

w' = — , et, par suite, m = — ■ 
m y" 

c'est le coeficient angulaire de la tangente, et, par conséqiienl, les cordes 
qu'un diamètre divise en deux parties égales sont parallèles à la tangente 
à l'estrémité de ce diamètre. 

943. Nous ûvons vu (IS" 162) que la parabole, rapportée à dcnx axes 
dont l'un est un diamètre et l'autre la tangente à l'extrémité de ce 
diamètre, est représentée par une dquation de la forme y^^^y'x; 2p' est 
le paramètre de la courbe pour les axes nouveaux. On peut exprimer le 
paramètre â/i' en fonction de la quantité 2p, appelée paramétre principal. 
Soient a et 6 les coordonnées de fa nouvelle origine 0' ; ce dernier appar- 
tenant à la parabole, on a la relation 6^ = 2pa. Menons, par le sommet, 
une corde parallèle à la tangente O'y; elle sera divisée au point P par le 
diamètre en deux parties égales. Les coordonnées du point M pour les 
axes O'x, O'y sont 



a: = O'P =^ OT = OQ 




»/ = MP = PO = O'T = i/VTTa^; 
bstituant ces valeurs dans l'équation 
2p'x, on trouve, en remplaçant b^ par 

^pa -t- 4u- = '■Zp'a; 



c'est-à-dire, que le quart du tiouveau para- 
métre est égal au rayon vi:cleur de l'origine. 
axes, d'après l'équation de la tangente, on a 
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el Tiiqualion de la parabole pour les nouvcaus axes peut s'écrire 

REHAiiQUE. l'équation de la polaire d'un point (x', y'), relativement à 

la parabole rapportée à l'un de ses diamètres y^ ^^ %p' x, sera de la forme 

yy' = l>' {x -^r x'). 

Lorsque le point se trouve sur le diamètre, ou a j/' = 0, et, par consé- 
quent, X = — x' : ainsi, la polaire est parallèle à la tangente à l'exh'émilé 
du diamètre qui passe par le pôle, et rencontre ce diaméti-e à ta même 
distance dit point de contact que le pôle. 

Théorèmes et exercices sur U parabole. 

E>:. t. Par un |)oiiit fine (a, 6) on mftue Jes tangentes ù mio séiîe lit paraboles do 
mèiuiï axe; trouver le lieu des points de eoiitâct. 
l'ur l'eliminitlioi] du pnr.imctri; p eutre les équations 

6y = ji {(( -V- a;) et y' = 2})ib, 
on tiouve 

^ll-*-<iy — ^l">! = 0. 
Es. 3. l'ar Hii point fixe (u, &), on mène des nopiusius BU.ï paraboles Je mémo aip; 
i]upl est ie lieu des points oij ces droites rencontrent normalement la courbe i 

p[k -,/, = -, /{a-:,'} et y-':^ip^', 
il vient, pour le lieu demandé, 

Es. 3. Lieu lies railieus des sécantes h la parabole passant par un point lii!t!(«, i]. 
Il faut éliminer ) entre l'cquation de la séqnante 

cl celle du diamètre eoirespondunt : ^ =; - - On trouve ainsi 
js _ 6j _ px -i- ap ^ 0. 

et des foyers de ta parabole 

■ variable. 

Les coordonnées du sommst sont j! =î /isiu 2fl, y:^h sin'a; on en dciiuil, pour le 
lieu Jcs sommets, 
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L'équation de la rourbi; rapporlée à son sommel étant 

la distance du roj'oi' au sommet sera h eoi* a, c'est-à<tlire le quaft du poramclre. l'oi 
olitenir rordonucG du foyer, il faut rctranclier h cos' a de l'ordonnée du somme! j 
qui donne 

jf = A sin" a — A cos' tt = — /< cos 2« ; 
d'ailleurs l'abcisso du foyei- est In même que celle du sommet, c'est-à-dire 3^=^/1 siii 5 
Le lieu des foyers aura pour equutiou 

x" -j- j' = h'. 
E\. S. Lion du sommet d'un augle uaustanl dont les eâtûs touclicnt la parabole. 
Soient m, m' les coefficients angulaires des côtés do l'angle; ou u la tondition 

; =: * (conât.); 

— j," — p ' ' 
ol la relation prdccdcnle devient 

Pb" —•/) — '' i'/y" -^P')- 
Or, si ic et ^ sont les coordonnées d'un point dn lieu, on sait rjue 'j = — ^ — 

^ y'y" 
aj. ' 

y — v'=- — 7, — ' î("j(' = 2pœ, 

cl l'équation précédente peut s'écrire 



[)e plus, en vertu de l'équation de la tangente 



'='(-*C)' 



y' ^i/±l/ i/' — 2p^, a y —i/ = (/ i/" — 'Ipji ; en substituant, il vient pour l'éqna- 

Lorsque l'angle des tonguntes est droit, i = «; , et le lieu se réduit n 

équation qui représente la directrice, 

E\. O, Lieu des points d'où l'on peut mener à la parabole des norniiiles perpendi- 
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(7^) ?^=-i, (4) y = V', (5) !/■"= V'. 
L'tilimiiialicm ciiîœ'finlvp (1) pl (i] doni.i! 

(6) y" - %l< {p - r) y'' - 'iphj = 0. 

L'élimination Je œ" e[ilrc(2) et (3) comiiiil à In mémn pquiilîou où y' est rcinplacd 

par jr"; les quantités y', y" tiont donc deux racinosde l'cqiialîon du troisième dpgic 

Y3 - 2;, (p - I) Y' - 2f'y = 0. 

Or, si y'" Pït la troisième racine, on a y' y'' y'" = itp^y, et, en verln ilu l'équation f 3), 

celte relation devient y'" =: — Sii. 

En substituant cette valeur dans l'équaliim (fi) on trouve, après quelques ^im|>li^l- 



-K'~l> 



Et, 9. Les perpeiidifulaircs abaissées des sommels d'nn triangle circonscrit i la 
parnbolc sur les cAtés se coupent sur la directrice. 

foienl (m', y'), (a;", y"[, (a;"', !/"') les points de contact des eôlés; le point do con- 
conrs des tangentes en {>:", g"), [x"', y'") a pour coordenncrs : y ;= — — ^ i 






-^-?('-^^ 



celte expression est symétrique et aura la mrtmo valenr p.iiir les tinis perpi'iiiliciiJairfs. 

V.\. 8, L'aire dti triangle des points de contact de trois langcntes ,^ la parabole est 
double de l'aire du triangle formé par ces tangentes. 

(In sait que la surface dn lria->slc inscrit dans la parabole K" 2:i2 |Ex. S) a pour 
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Ex. O. Les cStés d'uii ti-ianglc inscrit à !a paniliolc elaiit (r, 6, (^, cl 8, 8', 9" les 
angles (Ifi ces efilés avec l'axe, moiilrei' que la surface du Iriaiiglu est e\tipimée piip 

^- sin esin 6' sin e". 

Il faut ]'eiï)iii'C|uci' qi.c / -~ij" = c sin 9 etc., et subsliluïr diiiis r«s|)res5loii 

^[y-~v"){v"~y"'){'y'-y). 

Ex. lo. Trouver le rayon du cercle circonserit au triangle inscrit dans une psrahole. 
Ou sait tiuc le rayon du cercle circonscrit n un triangle dont les cotés sont a, h, c, a 
ahu 
pour valeur — y • l.e rayon demandé sera 



El. Jl, Troovcr Is rayon d» cercle qui passe parles sommets d'un triangle eir- 
eoi^scrït à la parabole. 



6, b', 6" sont les angles des cfilés avec i'aïe. 

Ex. 1». Trouver l'expression de l'aire comprise entre l'arc OB d'une parabole, 
l'ordonnée BA cl un diamètre OX. 

Inscrivoiis un polygone dans la courbe; soient T = ÎIM'PP' et < = MM'QQ' deux 
I trapèzes cnrrespondanis à un câti! du polygone, l'un formé 
II- les parallèles MP, M'P' à OY, l'autre, par les droites MQ, 
I M'Q' paiallcles à l'a*e. On a 

T = i(i/ + tf')(^-a;')siHO, 
; = 1(^ + 3,'! (y-/) sin 6; 
coordoJiiiées des point? M et M' et l'angle des axes. On en 



mais, de l'équation de la parabole y' ^= 2^'*, on lire ^^ — i/'^ =; 2])' (œ — x') ; d'où 
„ , =— — — T ■ Eu substituant et prenauMa limite des deux membres, il vidnt 

' ■ ( 'x-t-œ' 2p' 

car, lorsque les points M et il' se eoufoudent, »;=: œ', y = y'. 

Celte relation est vraie pour deux trapèzes quelconques, l'un intérieur et l'autre 
extérieur et, à la limite, eu faisant la somme dos trapèzes, ou airivo n ce résultat que 
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l'aire OAB est ilouble rln l'aire exlcHcuce OBC. Donc, l'aire paraholiqiic OAB vaut les 
deux liefs du parallélogramme OABC construit sur roi'doiinée et Tabcisse du point B. 

E\. 13. Trouver le lieu du milieu d'une corde focale dans la parabole. 

Ex. 14. Trouver le lien d'un point qui se meut de manière à ce que sa dislance à 
une droite donnée soit dans un rapport constant avec le carré de m distance à une autre 

Ex. is. Par uu point fixe de l'axe d'une parabole, on mine une parallèle à une 
Inngenle quelconque; quel est le lieu du point de reneontre de cette droite avec le 
rayon vecteur du point de eonlact? 

Ex. 1<l. On mène, par le fojer d'une parabole, des droites faisant un angle eonslant 
avec les tangentes à cetle courbe; déterminer le lieu du point d'intersection de chaque 
droite avec la tangente correspondante. 

EXi 11- Déterminer [c lieu du point de rencontre des tangentes à une parabnk dont 
la ditfërcnce des cotnngcntes des angles qu'elles font av<;c l'axe est constante. 

Ek t<«. Trouver le lieu du point d'intersection des normales menées aux extrémités 
d'une corde qui passe par un point fixe. 

Ex. 19. Trouver le lieu des foyers des paraboles inscrites dans un triangle. 

Es. e«. Sur les cfltés AB, BC, Cl», DA d'un quadrilatère, on prend des points P, Q, 
R.Sleîsquel'onait 

BP_BO_AS_C[l 
BA'^BC^AD^CU' 
on demande le Heu du point d'intersection des droites PIt et QS. 

Ex. »t. On a deux droites délecminécs AB et AC, divisées en un même nombre de 
parties égales; l'une AC, dans l'ordre A, 1, 2, 3, 4, S, 6; l'autre AB, dans l'ordre B, 
1', 2',5', i',I}', A ; trouver le lieu des points de rencontre des droites (2'3), (5'i) ; 
{5'i), i'5)iclc. 

Ek, ZX. Etant donné un trapèze ABGD, ou fait varier la direction du côté CD de 
manière à ce que la surface du Irapèïo reste constante; quel sera le lieu du point de 
rencontre des diagonales? 

Ex. >S. D'un point P, on mène une sécante PfiA à une parabole, et on prend une 
longueur PM moyenne proportionnelle entre PA et PB; trouver le lieu du point M. 

Es. fl4. Quel est le lieu des centres des cercles tangents à une droite et orLhogonaux 
à un cercle fixe? 

Ex. as. Chercher le lieu du sommet d'un angle circonscrit à la parabole et tel qne 
le triangle formé par les côtes de l'angle et l'arc de la parabole ait une aire constante. 

Ex. ae. Trouver le lieu du centre d'un triangle équilatéral formé par trois tangentes 
ou par trois normales à une parabole. 
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CHAPITRE IX. 



FORM E DES COU RBES. 



Constrnction des courboa aljébriquos et tracEecnâuntes. Coorhes semblables. 



SouUAiBB. — Du cenire et des diomètief dani hi eourli"S nlaébelqui». Coa»[riiclhn du lieu 
de» pied' des pcrpendlculnltv» nAaitiêet d'un point auf let langenlei à «ne conique, M 
point Hnnt le loiiiiBet pour la parabole, le centre po'ir l'ellipse et l'/iyperbo/e. Ovale 
de Cnniiin-, FoUiim de Deeearfn. — CoHi-fc^ Iravacendaiiles : logarilhmiqne, c/iniaell'', 
sinnutiidit et cosimissoïde ; courbe dp Véqualii-n y^tiaigns; cycloïde, fpteycloïâe. 
dcoelappaute dit cercle. — Coiii-bea semblalilps. Coaiiil'otis de slmililude du deux cani- 
gwn. Propriétés des courbes représealèes par l'vqiiiitinn f (t, y, p) = 0, /iiruqtie le 
pauimUrep varie. 

944. Nous nous proposons, dans ce cliapilre, de donner (juelqiirs 
exemples deilîsciission <lc courbes algébriques d'un ordre supérieur air 
second, d'indiquer la niitiirc îles courbes rranscendanics les plus utiles et 
de faire coniiiiitrc les mmclcres des courbes semblables. Nous choisirons, 
de priSrérence, dans le nombre si considérable des courbes nlgébrîf|ues, 
exiles qui se rattachent aux courbes du second ordre. Noire biil n'est pas 
de donner ici une théorie complète des courbes plnnes nvee toutes les pnr- 
(iculnritcs qu'elles peuvent présenter; car le ciilcul nlgébrique, bien que 
suHiSiiiil A la rigueur dans tous les cns pour étudier une ligne, devient 
1res pénible si réi}no)îon csl Ira usée nd» nie ou d'un degré un peu élevé; 
il est préférable et plus expéditif de se servir de l'unalysc înlinitésimale. 
Ces! pnr cette analyse qire les Icctetips doivent compléter les unirons qrri 
suivent sur ie^i corrrbcs phirrcs. 
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^ ] . COCIIHES ,\1.GÉim[Ql'F.S, 

ÎJ5. Étant donnéfi une équatioi» «Igébriquc en a: cl y, il est mile de 
reconnnitre à première vue, si la courbe qu'elle représente a iin centre 
on si elle est symétrique par rapport à un oxe. Pour y arriver, nous allons 
donner quelques notions générales sur le eenlro cl les diamclrcs des 
courbes. 

Le centre d'une courbe esi wn pomt tel, que toute droite qui passi: par 
ce point rencontre ta courbe en des points situés deux à deux à éfja te 
distance de ce point. 

Il ri'sulie de celle définition que, si l'origine est placée au centre d'une 
courbe algébrique, l'équation de cette ligne ne doit renfermer quedestermes 
de même parité, c'est-à-dire, tous de degré pair ou tous de degré impair. 
En effet, soit l'origine et le eenire d'une courbe aliçébrique; M et M' 
deux points de celle-ci situés sur une droite i 
pfissfint par l'onj^îne et à égale distance de 
ce point. Menons MP et M'P' parallèles îi OY ; 
il est visible que les coordonnées des poinls 
M et H' sont égales et de signe différent ; ^i 
y et y' sont les coordonnées du point M, 
réquation doit être satisfaite à la fois par l'a- «■'■ 

-t- je', -l- y et par — x', — y'; ce qui exige qu'elle ne renferme que des 
ternies de degré pair ou de degré impair: dans le premier cas, tous les 
ternies cnnscrvenl le même signe, el, dans le second, tous les termes ne 
font que clianger de signe, lorsqu'on remplace a; et ^ par — j:' et — y. 

Corallaire i ■ Le centre d'une courbe algébrique d'un ordre impair se 
trouée sur la courbe ; car si on remplace dans une équation de degré 
impair x el y par — x et-— y, tous les termes changent de signe excepté 
le terme indcpendani des variables, et pour que l'équation reste la même, 
il faut qu'elle ne renferme pas de terme constant; elle sera donc vérilîée 
par les coordonnées x =0, 1/ = de l'origine qu'on suppose au centre 
de In courbe. 

Corollaire 2. Une courbe algébrique ne peut avoir qu'un centre unique 
à moins qu'elle ne se réduise à un système de plusieurs droites parallèles. 

Admettons, pour fixer les idées, qu'une courbe du quatrième ordre ait 
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deux centres et 0'. Prenons lit droite 00' pour axe des x. L'origine 
étant au point 0, l'éqniilion de la courbe ne l'enlcnne que des termes de 
degré pair en x et y. Soit ax^y le terme qui renferme a; à la plus haute 
puissiinee; en transportant l'origine en 0', ce terme deviendra a{x -^- d^y 
ouax^y ■+■ Zax^dy ■+- ...... d représentant la distance des centres 00'. Mais 

le terme ^ax^dy ne peut se réduire avec aucun nuire provenant dit chan- 
gement de X en X + d dans les termes de l'équation qui sont d'un degré 
moins élevé en x; par conséquent, il est impossible que l'équation ne 
renferme que des termes de même parité et que le point 0' soit un centre 
de la courbe, à moins que la variable x ne se trouve pas dans l'équation 
de la courbe rapportée à la première origine 0; dans ce cas, cette équa- 
tion représente un système de droites parallèles. 

34S. Nous avons défini le diamètre d'une couibe, le litu des milieux 
des cordes parallèle» à vue direction donnée. Dans les courbes du second 
ordre, les diamètres sont des lignes droites; mais il n'en est plus ainsi 
pour les courbes d'un ordre plus élevé. En effet, une droite donnée peut 
rencontrer une courbe de l'ordre m en m points; la combinaison de ces 

points deux à deux donne un nombre de cordes égal à dont les 

milieux appartiennent au diamètre correspondant à cette direction. 11 
en résulte que ce diamètre sera une courbe qui peut être rencontrée 

par une droite en — -—^ points, c'est-à-dire une courbe de l'ordre 

— i : ainsi, pour une courbe du troisième ordre, hi = 5, et le 

diamètre est aussi, en général, une courbe du même ordre; dans les 
courbes du quatrième ordre, le diamètre est, en général, une courbe du 
sixième ordre, et ainsi de suite, La détermination de ces lignes diamé- 
trales ne peut donc faciliter la construction d'une courbe algébrique. 

Il arrive quelquefois qu'une courbe admette des diamètres rcctilignes. 
Dans cette hypothèse, si on prend un diamètre rectiligne pour ase des a; 
et une parallèle aux cordes divisées en deux parties égales pour axe des y, 
l'équation de la courbe doit rester invariable lorsqu'on remplace;/ par — y. 
Pour trouver les diamètres rectilignes, il faut donc chercher les a ses des 
coordonnées pour lesquels l'équation ne renferme que des puissances 
paires de y. 
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En supposnnl qui! les axrs primitil's so 
dans réqurttion di^ la tourbe ù a; cl à >/ le 

j; =. a -+- x' tOS a + y' COS [3, ^ 

et on (ictermine a, [3, f(, li de maoièi'c à 
mémo par le chiingement de y en — y. 

Lorsqu'un diamètre rectiligne est perpendicul;)! 
nomme axe de la courbe; une telle droilo div 
parties piirfrtiicment escales et symétriques. 

Si l'équation d'une eoiirbe ne change pus en remplaçant y par x, et 
X par y, la bissectrice des axes est un axe de la courbe ; car, si le sysième 
de valeurs a: i=« et »/ = p satisfait i\ l'équation, il en sera de même du 
système a; = |3, y = a, et il est évident que les points qui correspondent 
H ces coordonnées se trouvent sur une perpendiculaire h la bissectrice et 
h égale distance de cette droite. 

Nous allons appliquer ces principes géiiéraux à qtielques exemples de 
courbes. 

Exemples de conrbes alg^ébriqnes. 

Es, I. Coiislru'iv le liiiu. géoiaélrique df3 picUn des perpendiaulaii'es, abaissée) du 
tommel de la parabole y' = — 2piB, nir ta Inngentee & celle einirl/e, 

l/cquution de lu langenle en un point {x", y'] de la parabole ;/' = — ^p^ esl ik lu 
fomiB 



en siilistiluiiiit (Iniis la ralatioa y''^=-~ %px', il vient 

Posons a ^= 5 - l-i quantité a représenta \t\ distance du somiiicl ili: k parabole à la 
directrice \ en résnivani l'équation par rapport à ^', on obtient, pour le lieu cherché, 

La cooi'dDnnée y entre seulement au rurré clnns l'équation, de sorle que, pour une 
ïafpur Bltribuce à œ, correspondent deux valeurs égales cl do signes conh'airfS pour 
l'ordonnée: l'a\e des e est un axe de la courbe. Lorsque a; varie depuis ûjusifu'i n 
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er y, qui est nulle d'uliotd, augmente d'une manitre continue jusqu'à l'iniini. 
s pour toute valeur de o' non comprise entre les limites et a, y est imaginaire. 
s la partie Ju plan comprise entre In tangente au sommet 
I de la parabole et la directrice : elle se compose de 
X brandies symétriques qui s'écartent de plus en 
[ plus de l'axe des .li en se rapprochant indéfiniment 
la directrice; cette dernière droite sera une 
rinpiote de la courbe. 

ï\ on compare l'équation ([| avec celle du R° IG, 
voit qne la courbe précédente n'est autre eboac 
e la cissùtde de Dioelis; pour la construire, on 
I décrit sur 0D = o, comme diamètre, une circonfé- 
ence; on mène par le sommet nue sécante quel- 
onqne qui rencontre le cercle au point R et la 



I.a courbe est 


. donc située dans la 


1 


H 


1 


1 


B 


1 



ir du point une longueur OM égale à RP, c'es 

lale située en debors du cercle, le point M appartient 

e point 0, où viennent s'arrêter les deux branches de la courbe qi 

le en ce point, est un point ilngulier appelé poinl de rebrousaemenl. 

X. a. Conulruire le lieu de» pied» dee perpetvliculairca abaissées du . 

ter iangenies n celle courbe. 

ne ellipse qui u pour unes 2n, 26 est représentée parréi]iiatioa 



jnle, 



h la partie de la I 



(21 



(1= + ;,')" = . 
oiislrnire est d( 



ic du quatriè 



La courbe qu'il s'agit di 
ne renferme que des termes de même parité, le centre du lieu coïncide avec celui de 
l'ellipse: de plus, pour chaque valeur donnée à l'une des variables, on trouvera pour 
l'autre des valeurs égales et de signes contraires et les axes de l'ellipse sont en même 
temps des axes de la courbe. Enlin les coordonnées des points Aet A', fi elB' satisfont 
à l'équation, et les sommets de l'ellipse appartiennent au lien. D'oprès la nature de la 
question, il est évident que Ions les autres points de ia courbe sont en debors de l'ellipse. 

Afin de déterminer plus facilement la forme de la courbe, introduisons les coordonnées 
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la siibsliLutinti, 



121 
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it ^ |)Urpti 



- (.■■ - l") .il,' », 



De nette équation résulte la 
l'ellipso, une droite qui i^ncontrc en M la cir- 
coitfûreiice déurile sur le graiid »\e; du point M 
on abaisse une perpendiculaire sur le diamètie 
du cercle pnrallèle à la sécante, le pied de cette 
pel'pciidiculaii'e appartient au lieu. En effet, 
on a ÔP* = «' -W-- = a' — W' sin' ilITO 






ï membres de 



I,ii snmriie des fiietcni'sdu produit n' sin' a (a' — 
y iiugmenlc iivec w jusqu'à ea i]iie les deux faeteui 




Lorsque eV/2 > n, la valeur précédente es possible, et il esisle une valinr de u 



o„ . „„.i, ,,.,. .,,„ „„■:.,. ,.1... J. .„=^ , ,. .=„ „,. ._ y/':ï^ ■ 

Ainsi, dans l'bypotbèse oùcl/T> a, l'ordonnée passe par une valeur maximum, lorsque 
01 larie entre Vf et ^0°, et la courbe étant !iyinétric|ue par rapport aux axes, les points 
qui correspondent au maximum se trouvent sur le eeiclc décrit de l'origine comme 

• Le lieu eberebd prosente la forme de la Figiiie S3, 



;enl,reaïccnn rayon égal ; 
Lors.|ucc(/2<a, lavai 



V% 



plus; l'ordonnée v: 
90°. Dans ce c»^ Ii 



croissant di' à h, quant l'unglc » au} 
mo du lieu diflcre peu do celle de Tell 



ixinium Je y n'esistu 
I dq.Ul! 0- jn.qci'i, 
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lis, a, Dèiermiaey le lieu des pieM des purpendicul-tires nlmissées ihi centre de C/i 
baie iitr les laageiiles à celle eourbe, 
L'éliminalioii Je ai' et du / entre les relations 

coiidujl ù l'equotiou 

ha lieu clicrchc ost une cnurbc ilii qualrièrae ordre Jniit le eetilre et les a:scs c 
dent avec lo centra et les mes du l'hypei liiile ; elle est évidemmeiil située dans In |i 
du plan inierreptée par les tangentes aux sommets A et A' de l'liy|ier.'iole ; elle rc 
Ire les axes à l'origine et aux poinls A et A'. 

On trouverait faeilenienl, pour l'équation de la courbe en coonldiioées pokiircs, 



mène par l'un des foyers une sécante qui 
'erse en un point M; le pied de la perpendi- 
re parallèle II lu sëcunlti appartieut au lieu. 
(Jette consti'uction decuule de l'équation {?'). 
On verrait, comme on l'u fait dans l'exem- 
ple précédent, que l'ordonnée y augmeaie 
jusqu'à une ceiiaine valeur maximum, pour 
décroître ensuite jusqu'à 0, lorsque u varie 
d'une manière continue depuis 0" jusqu'à 
•M'. Aliii de déterminer le maximum de y, 
clierclions les pi>lnts d'intersection de la 
tourlc arec une parallèle à l'axe des x. 
l'osons ^;= 1 dans l'équation (5) ; 11 vient, 
en ordonnant par rapport a ic, 

x' -h i' (2i" — a') -t- 1* -H fi'i» =: 0. 
tangente à la courbe, celle équation doit avoir drs 



ment le maximum de l'ordonnée; on trouve aussi, pour ce raaximumjœ'^ — - (2/'- a")^ 
feî ■' '^^^^- '"" -«"t Je 'onguu-, comme centre, un cerce avec un 
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sur ce ccL'cie. Le lieu cherché sera une coucbe fermée qui passe par l'grigMic cooimu 
le montre la figure. Cette couihe porte le nom de lemnismle (N" 14). 
Supposons a = li ; l'équation devient 

Soieut /"et /' les poiuls où le cerelc de rayon — ^ reiiconlrc l'aie des x ; nous allons 

ïoif que le pi'oiluit dos rajoiis vecteurs d'un point de lu courbe est eoiislont et ogiil nu 
carré de la raoilié de la distance des points f elf ; c'est en parlaut de cette propriclc 
que nous avons trouvé (N° M) l'équation de la lemiiiscalo. 
On a pour les ravfliis vecteurs 

= (>- + >' + f)-2"-'' = l" + rt* — ('--rt + î'. 

et, en vertu do l'équation de la courbe, 

rf--ri'' = 'i; d'.l P/.Pf-|. 

Ex. 4, Ellipse un Cassisi. Construire le lien d'an point 'el quii li: iiri/diiil de ses 
disluiiees à deux poiiile fixes est constant et égal à m' . 

Désignons par F et F' les deus points fixes, et rapportons la courbe à des axes rectan- 
gulaires dont l'origine se trouve au milieu des points donnes. Si FF est l'axe des œ 
l'écjUâlion du tieu seia 

U) [(ir-«)> + ï']!»-Hr- + s")=mS 

où rf est la dislauec des pniiils fixes b l'origine. Ko développiiot, ou peut éerire 

(«') (.■-n,'l'-2J"(i' -»') = .»'-*', 

ou bien, en ordonnant le premier membre par rapport à y, 

(4") y* + 2 (E= -h- d») j/î -t- (ji' - d»)S - m* = 0. 
Le lieu eherché est une courbe du quatrième oi'dre dont le centre esta l'origiiLc ; elle 
est .symétrique par rapport aux axes des coordonnées qui sont aussi des nxcs delà 
courbe. 
Lorsque m ;= d, l'équatiou {i') représente une leniniscatc dont l'ordonnée 

a pour valeur absolue - i et l'abcîsso correspondante — — ■ 

Supposons !«>(/; l'cquation (i") résolue par rapport à j/^ donne 

(,) y3 ^ - (^^ -H d'-) ± (/{;t* + rf^,T:.|-,^a _rf.). _,„^j, 
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mtiis ea vertu de (i), pour c]iie y^ 
el, par conscqueul, 



it positif, il (afil que \'on i 



«^)<0 



'<<i2H-m2 et 3!s>(is- m'-. 
Puisque m rst plus i;raiid que d. In seconde condition est toiijoni's satisraite : l'âli- 
«isse X peut variei' enlre +l/d* -i- m' et — [/ d^ -t- in^' L'ojJoiinée y s'annule pour 
ic = ±l/ii^-i-m*, el elle est éj;iLle à ^/lu* — d'', pour œ=;0. Prenons i/ig. S5) 
OA=.OA' = l/n'-»-ni', el OR = OB' =[/ m- — d^ : les points A, A', B, B' appav- 
tipiinenl an lieu cherché. Pour délerni inev la pluagraiidc valouiqne prend l'ordonnée y, 
lorsque !E varie depuis jusqu'à \/d' -t- m', on clierdie l'équalioEi de !a tuni^enle à lu 
courbe parallèle à ra<e des», l'osonsi/ = J dans iVqiiMlion fi"), et OEdoiiniiiis par 
rapport h a^i 11 



Lcines de «elle équation sont égales si J' 



-0. 






l'abeisse relative au maximum n'est l'ëcile qu' 
m < d 1/2. Si cette dernière condition est satisfu 



: — ; deii 






">><{, 



c la l'orme de ta fig, i 
leicio décrit de l'urigiiie i 




condition id' — m* < 0, ou 

uni existe et la conriic 

ints les plus éloignés de l'axe des x se trouvent 

ernlrc avec un rayon égal à d. Lorsque ii')>flt/2, 

plus; l'ordonnée OB = ï/hi* - t(* «si la plus 

grande valeur de y : le lieu cherché 

se rapproche beaucoup de lu forme 

d'iineellipsc; c'est la coutbe connue 

soiis le nom d'oualn de Cusstni. 



. en d<'r 



m<d. 



appartiennent à la courbe, et celle-ci sera située ei 
différents points, puisque les valeurs absolues de 
|/rf* —m*. On a, dansée cas, di'ux courbes formé 



Dans cette hypothèse, il c) 

valeurs dcÉ» qui annulent l'ordonnée 

1/ donnée par (a) ; ces valeurs sont : 

Prenons {fig. 87) sur l'axe des x, 
OIS=0B'=l/rf*'-mS, OA=OA'= 
l/i(^+«i= : les points A, A' B, B' 
-e tes parallèles i OY menées par ces 
sont comprises entre [/d* + m* el 



icspoudaiite < 



■y/'-^- 



y Google 



— 297 — 

F,x. S. FuLiuM DE DiiStJRTKS. Coiislruire la coui-Ihi n'vrésuwùn /"«■ IVi/mUivii 
y' — ïiiKei/ + œ' ^= 0. 

Remarquons d'abw!) que l'équatiou ne cliaiige png, si on remplace^ |i:ii' x d x piry : 
la bissoctrice des axts est u:i a\e de symctHe de In vaurbe. De plus, pour x = 0, l'équa- 
tion se réJuil à ï'= 0, qui donne puur y trois racîni'S égales à 0; ce qui veut dire que 
lu courbe est luiigeiite ù l'origiue à l'axe des x ; elle est aussi laiigcnte au même peint 
à l'axe ilcsy. 

£q duiiuaul ù a> une cerlnine voleur Xi, il faudrait résoudre une équation du troisième 
degré pour tranver les valeurs correspondantes de y. Il est avantageux d'introduire iei 
une variable auxiliaire, en posant y:=lai: cela revient à ciieiclicr les points d'intersec- 
tion de la courbe avce des droites passant par l'oi'igini-. Si oi^ remplace dans l'éqnafTon 



.^v^^ ^ 






■s différeiiies valeurs carres pond eut l'are de iiourbe OU. II 



ir plus giHude que 



croître jusqu a ce 

valeur v'2, pour laquelle on a 

n V/i est le maximum de l'ovdennée, et, peui 
le point B' qui correspond au maximum, la lui: 
gente est parollèlo à l'axe des as. 

Enfin, si ( augmente depuis 1/ 2 jusqu'i t'x 
!/ et m diminuent jnsqu'à et on obtient l'mi 
fl'Ode laeonrbe sjniélrique de l'orc OB pai 
l'apport à la bissectrice des axes. 

Lorsque t est négatif, l'aheisse x est iiégiilive 
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rie ( est moindre que l'unité, lundis que l'ordonnée y est positive cl augmente indcfiiii- 
menl ; it en résulte i|ii'ii partir de l'origine, la eourbe se coulînufi vers la gauche eu 
s'écartant de plus en plus de i'oxe des œ. Enfin, quand In valeur absolue do t est plus 
grande que l'unité, 3^ devient positif et y négatif ; on obtient alors la branche UG de la 
courbe. 

On peut démontrer que les brandies infinies OH et l)G ont une asymptote eomniune 
perpendiculaire à la bissectrice. En eiîet, posons j=: — * h- i; en combinant cette 
équation avec celle de la courbe, il vient 

sr^ {Z). + Za) — « (3)' + Za\) M- i» = 0, 

fii In droite i/ = — œ + 1 est tangente à la courbe h l'infini, cette équation doit donner 
pour 31 des valeurs infinies, et par suite, 31 +3m := 0; d'oii i^= — t. 

Donc, la droite 



l'asymptote des bra 



infinies OC et OH. 



. COUBBES TBAHSCENDASTJÎS. 

lîs. Construire la courbe reprMentéK pnr 



(I) 



jiislanle déliiiic par l'équation p - 



dans luquelie e désigne la base des jogarillimes nalurels. Supposons que la courbe soit 
rapportée è deux axes rcclangulaires ; transportons l'origine en un point d' de l'ax« 
des X situé à une dislance a de l'origine primilive O. L'cqualion du b tourbe, pour 



desoiEc que, si on prend pour h la valeur di 
ne origine pour laquelle l'équation (t) se rcdi 

(2) y-^m". 



Pourcludierlecaraclère des courbes ri 
dans l'équation (1), il suffira donc de considcrt 
l'équation précédente. Or, si a augmenle positivi 
ment depuis jusqu'à l'infini, l'ordonnée y aug- 
mente depuis m jusqu'à -t- zn ; d'un aulre côlé, s 
a' varie de à— o3 ,j/ est toujours positif cl diminue ^'s- *'■ 

Indéfiniment; donc réqualioii représente une courbe [elle que CD qui a jiour asymplolc 
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'iixe des x nêgulifs, cl qui reiitoiitro l'ase des y ei 



a bninclie de coujbi 
|i!(n de l'axe des m 



i(^.r^> 



Si on clmnge xen — œ, le second memltre de l'ériuou'on donne 
résulte que ['ordoiinde y a des valeurs égales et de même signe loisq 
Il de signes eonlraires : l'use des y est ui 



augmente depuis Ojusqu'à l'infini 




plus en plus, tjudis que e " 
pallies simetnques ItH'FtlIIIi 
itieinelle parce que c'est 1 1 for 
qn'arfi'cti un IJI pesant lioniogi 
Inc pir SIS OAli omîtes 



fonctions périodiques de i'ure, les courbes qu'il 

laiinposer d'une suite d'arcs cgHUJi et s'étendre indéfinimi 

de l'axe ries ic. El suQit, pour se l'uii-e une idée de la forme de ces lignes, de eoiisidcro!' 

les râleurs de x comprises entre et ir. Or, pour la première, si x varie de à ^ i 

le sinus est positif et augmente d'une manière continue jusqu'à l'unité, tauAi) que w 

croissant depuis — jusqu'à ^, il diminue jusqu'à 0. A ces difTéi entes valeurs de o; 

eoi'vcs|>oiid l'arc de courbe OAO' ; le point A le plus éloigné de l'axe des œ a pour 

ordonnée l'unité et pour nlcisse une longueur OP ^ — . Lorsque x augmente de ;r à 

2^, l'ordonnée y devient négative avec le sinus, mais elle rrprend, abstraction faite du 
signe, les méinns valeura numériques, de sorte qu'cnlre ces limites on obtient l'arc 
WyO" identique aa premier, mais silué au-dessous de l'use dos x. En continuant do 
faire croilre ai de St à 3,t, au aurait un troisième arc égal aux deux autres, et ainsi de 
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iliiui' i|UKleoiiq«e de », y e: 



!n valeur absolue pour lesoliciis 
3t S!r 



La iKLigeulc à l'ovigMie esl la bisseclriee îles axes. En effiit, la laiigeiilc 
équatian de la forni« y ^= ma:; le coeflicicnl augulnire ni seia la limite ve.is \i 
verge le rapport— tire de l'équatiau de 1» courbe quaud x leud vers U; lUai^ 



Eiiliti, nous ajoutiM'ous que l'origitic csl un centre lie la courbe, puisque l'équation nu 
chauge pas si on remplace a! Pli/ par — œ et— y; il en est de même des points 0', O''..., 
où la courbe rencontre t'a\e des x. 

En répétant une discussion analogue à la préccdenle sur l'équation y =^ cos s, on 
verrait que la cosinussoïde est aussi une courbe qui se couiposc d'une suite d'ures sein- 
blalilos; elle rencontre l'axe des a; en des points qui ont pour abcisscs 



3;r 



l'oi'duÈinilc .'/ L^st "ia\.iijuui pniir les voleurs de Ji 

— Sa-, — 7t, 0, 3-, 2^, Sa' ; 

In coui be ne passe plus par l'origine et celie-ci n'est plus un centre d 
Ex. 4. Coiiali'i'ire. In courbe Irniiseendunle repréiffitlée par l'équatioi 



[!ps points cquidistanis y, Q, P, I'' — ayant pour abcissi 



et menons par ces points des purallcles à OV. 

(,)uaiid X varie; de à -■ i lang œ qui est 

nulle il'abord croit indéiïniment : de là une 
première brandie de courbe OA qui se r»p- 
pracfie de plus en plus de la par.illèle à Olf 
mcnco par le point V. Hi r. augmente encore 

d'une maniciH! continue de— à -g- '" ionc- 
fie. SI. tinn tung ic devient négative; elle a d'abord 

absolue liés coiiïidéruble, diniinuc ensuite, et prend la valeurOpnurx^^.T; 
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^ îT, elle (If^vioLit positive et aiigmoiilc iiidéfininiont à mesure que x s'approelic! 
A ces valeurs eorrespoiid la branelie B'O'B située enire les parallèles à OY 
8 par les points V et P' dont les abcisses sont x et -j^ ■ Ou obtiendrait une 
n donnant à a; des valeurs comprises entre 



Comme l'ordonnée y est toujours réelle quel que soit a', la courbe se compose d'une 
iuliiiité de branelies telles que BOB' ; elle a une inlinilé d'asymptotes parallèles à OY et 

_dTt _n tt 5it 3ir 

2 ' â' 2' 2 ' 2 ' 

elle rencontre l'axe des a: aux points qui correspondent auï valeurs suivantes de x : 

— Sti, — Sît, — ff, 0, ff. 2îr, Stt , 

et tous ces points sont des centres de la courbe. 

Ek. s, CvclOÏde. la cycloïde est ta courhs dtcrile par «il piiml de la ci 
cercle qui ronle gans gtieier sur uiif 
drolle indéfinie. 

Soit OX une droite lîxe, R le 
point de contact d'un cercle de 
rayon r arec cette droite, et M le 
|>ninl de la circonférence qui en- 
gendre la courbe. Nous admet- 
trons, qu'à l'origine du mouve- 
ment, le point générateur comcîde avec le point de contact O du cercle et rie la di 

Prenons pour axe des a; la droite OX, et pour axe des j une perpendiculaire à cette 
ligne élevée ou point 0. Lorsque le cercle ronlanl occupe la posilion indiquée dans la 
fîgnrc, les ':oordonnées du point M sont 

œ=OP = Oa-PR, !, = CR-CS. 
Désignons par f l'angle que fait le rayon CM avec sa direction p^mitive CK. D'après 
la nature du mouvement, on a OR = arc Mli = ry ; do plus l'R= SIS = l'sin ç, et 
se =! r cos f. En substituant, il vient pour x cty 

(S) œ = r(p-sinï), y = r {l — cos f). 

On en déduit 




= \/i^ 



SI on substitue ces valeurs dans la première des égalilc 
lion de lu eydoTde en coordonnées cartésiennes 

(7) ^ = r.mm'-:^±l^3^ 
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Il esl préréiaLIc, poui' consli'uive la coiiriie, clc fai 
quons d'abord que y s'annule pour j ^ et ^ 2^ 
correspond à cos ç = — 1 ou e =^ ;r. Lorsque f var 
de à îrr, et l'ordonné t/, qui est nulle d'flbori), 
¥»leur_2r pouf ^ ^^. Si y ougmeute de 3- à 2^, œ i 
't/rr, tandis que y diminue jusqu'à 0. On obtient t 



PB uSEgP di'S équaliniis (6). iWir 
, tandis que îa val 
'ie depuisO jusqu'à n-, œ augmente 
lugmenlR et prend sa plus grande 
iiitinue de croître depuis ;r)- jusqu'à 
nsi un premier are de i;ourbe dont 
l'ordonitée maximum est égale BU dismètre du cercle. 

Il est évident que o augmeut^nt de 2;^ à iir, de i^ à 6^, elc. l'ordonnée ;/ reprend 
les mêmes valeurs qno lorsque f varie entre et 2;r : la ejcloïde se compose donc d'une 
inCn lié d'srcs cganx à OAO', a7ant pour base une longueur égale â la circonférence du 
cercle roulant, et pour hauteur le diamètre de re cercle. 

Il est facile de montrer que la normale à la cycloïde en un point M doit passer par 
le point de contact R. En cITet, le cercle C a, au point R, un élément infiniment petit 
eoraman avec la droite 00'; or, pendant que les ëlcinents qui eûïneidenlenrH se sépa- 
rent, jusqu'à eo que l'élément contigu du cercle vienne coïncider avec l'élément suivant 
Hr' de la droite, le point R reste immobile et le point géneraleur M décrit nu are de 
cercle infiniment petit perpendiculaireà MR et dont le prolongement est la tangente à 
la courbe au point M ; il en résulte que le rayon RM perpendiculaire à la tangente sera 
la normale à In cycloïde au même point. 

Le raisonnement pré, ;iident peut s'appliquer au cas où lu ligne flxe, sur laquelle roule 
le eercle, est une courbe quelconque, et on a cette propriété : La droite quijoint le 
point générnt&ur ai-ec le point de contact du cercle roulant sitr ane ligne fixe est nomuUe 
à la cotirlie décrite. 

si la courbe décrite par «n point de la eirconférmai 
d'un ceri:le qui route sans glisser sur un 
cercle fiie. 

Soit le centre d'un cercle fixe de rnyou 
j'o, et r le rayon du cercle roulant. Suppo- 
sons qu'à l'origine du mouvement, m soit le 
|ioint de contact des deux cercles; cherchons 
l'équation de la courbe décrite par ee point 
lorsque le cercle de rayon r roule sur le 
premier. Prenons deux axes rectangulaires 
(((li se coupent au centre du cercle fixe el 
dont l'un OY passe par le point ih. Soit C la 
position du cercle mobile lorsqu'il louche 
le cercle fixe au point m,, et M le point 
générateur. Menons BIP et CH perpendicu- 
laires à OX, et MS parallèle à cet axe. Si on 
représente par ¥ l'angle que faille rayon CM 
l'égalité des arcs mm, et mi,,W, 



LOÏDG.On appelle! 




angle MGR 



_{'- + r„)-^ 
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Ces formules peirnetlejil de cbIcuIct les eooriionDÉes xtty d'un poinl d 

pour la distancfi d'un po[iit de la 100*0 au centre du crrele fixe, 
rf' = (r + r„)- + ,^ - 2r (r ^- ,■„) cos f- 


lit. il 


Considérons les valeurs de ? comprises entre et 2!r. La plu^t grande valeu 
respond à cos » = — 1 ou ^ = 11; on a, dans ee ci,s,d = r„-^-■Ùr■, si cos j 


ir de . 



= 1, fi est 
ie réduit i ?■( ; ce qui a lieu pour ï =; el p = 2». 
On obtient, pour ces difrérenles valeurs de p,nn arc de courbe m Ain', tel que la base 
mni,ni' est égale à la circonférence du cercle roulant, et dont le point le plus éloigné 
du centre du cercle fixe est distant de la circonférence de ce cercle d'une longuenr 
Aa^Sr. En continuant de faire croître p de Sir à iit etc., on obtiendrait une série d'ares 
égaux k mAm'. 

La normale ii la courbe au point M est la droîlo qui joint le point généiatcur SI un 
point de contact m, des deux certlcs. 

Supposons que les rayons des cercles soient égaux, et prenons le poinl m pour origine 
des coordonnées; il faut changer yen jz-t- r„, elles formules (8| deviennent dans ce tas 

X = 27-0 sin f-r, siii 2?, </ = 2f, cos p — i-, {I + cos 3^); 
ou bien, 

T^2r, sin ï (I - cos ?). y = 2ro cos ? (( - cos y|. 
Ou Cl) déilnit 

tansp = -, cosp = -^=, 

œ' + !,'=KMl-cos¥l'i 
cil éliminant ^, on trouve, pour l'équation delà courbe 

(9) (ï' -1- ï')' -t- K'J 1*' -+- y') ~ W^' = 0. 

Ainsi, lorsque les rayons des deux cercles sont égaux 
l'ëpicycloïde est représentée par une équation aigé 

Ex, ». Déviloppante du cebcle. On appelle ainsL i 
ctnirbi: décrilc par un point d'une droite qui roule taii 
gliiaer iur tin cnrcle fisre. 

Plaçons l'origine d'un syslème d'axes rectangulaire 
au centre du cercle flxe et faisons passer!' 
par le point de cnnlacl m de la droite et do 
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consiiiiipons une position Mw, de Is ilraite [■oulaiile, et, soit SI le peint li" la 
On » 

ï = OH-.Sm„ !, = i„,R + m. 

Appelons f i'aiigle in,Om ni r^ Ip l'oyon du eorele lise. Kn ppmarquiiti 



formuliîs qui servent à «aleuler les coordonnées ar et y d'un poinl quplconi|ue i!e la 
courbe décrite. On en déduit pour la distance d'un point de la courbe au centre du 
cercle iixe 

Celte distance auRniente de plus en plus avec ? ; la couihe Sera une spirale indéfinie 
ayant pour origine le poinl tn. La droite roulante est dans cbncune de ses positions nor- 

REHAnQUE. Les discussions <]iii précèdent apprennent à tracer opproxi- 
mativcnicnt nne courbe donnée pnr son équation. Pour le faire avec plus 
d'exactitude, il Tandrait dclcrminer les éléments suivants : 

■i" L'expression du coefficient angulaire de la inngentc, pour suivre 
avec soin l'inclinaison de celte dpoile, lorsque le point de contact se 
déplace sur la courbe. Il est surtout utile de connaître les points où la 
tangente est parallèle aux axes, ces points correspondent en général à 
un maximum ou à un minimum de l'une des coordonnées. 

2" Le sens de la concavité des différentes parties de la courbe pnr 
rapport aux axes. 

3° Les asymptotes des branches infinies. 

4" Les points remarquables de la courbe, tels que les pointa de 
rebroussemenl, c'est-à-dire les points où viennent s'arrâter deux branches 
de la courbe; les points multiples, c'est-à-dire les points où passent plu- 
sieurs branches de la courbe, etc. Toutes ces questions qui se présentent 
dans l'étude d'une ligne plane seront traitées par les méthodes du calcul 
infinitésimnl, voir Cours d'analyse injînilésimale par P. Gilbert. 



. STROFitoJDK. Étant donné un angle XOY, on mène, par un point Iixe A 
une sécante qui rencontre OY eu R, et on prend de chaque cété du point K. 
IN^OK; le lieu des points M et N est une courbe appelée strophoide ou 
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1m iirniti's nx, OY |H>[ir axes, son cqlliiUon osl 

i: (*' -I- y') - " i^:' ~ y'i = 

l'ahci^so liii pHÏLit A; en coordoniices pdliiirc^, ci 



E,\. 9. Conchoïde de Nieom'ede. Élaiit douiips un point fiso A el une droite t)D', on 
lire, par le point A, une sécante qui coupe la droite doiincc en K, et oi> prend ù (Iroilc 
cX à gauelie de K une longueur conslanle KJI = KN = 6; laeoiielioidc est le lieu des 
points AI et N. 

Si on place l'origine eu A et ai la perpeiidicnbii'e iiliuissee de ee point siir DD' est 
l'aïe des œ, l'équation de cette courbe est 

a ctHnt la distunce de la droite donnée à l'origine. F.ii coindonmies poliiires, elle est 
définie par 

Ex. a. Lvnnçon de Pn'mt. Étant donnés on cercle de rayon r, on niciic ]iur l'extré- 
mité A d'un diamètre fixe une sécante qui rencontre le eerele en K, et on porte, de 
chaque câlé du point K, des longueurs constantes KM = KN = Ë; le lieu des points 
Met W est la courbe appelée limaçon de l'ascal ou conelioïde circulaire. 

Si A est le pfile et le diamèlre fixe l'axe polaire, on trouvera pour l'équation delà 

et, en coordonnées cartésiennes, 

(ï" -H 1/' - 2rj^)'=: t' (»' M- y'I. 

Ex. *. Scfirabiie. D'un point fixe A pris sur la bissecli'ice d'un angle droit XOT, on 
abaisse ]des perpendiculaires sur une longueur constante P(j qui glissa sur les câlcs de 
l'angle; le lieu des pieds de ces perpendiculaires est la courbe appelée scarabée. 

En prenant pour axes les bissectrices de l'angle donné et on posant l'y = 26, 
OA = a, elle est représentée par 

Si le point A est le pflle et la bissectrice l'axe poluire, son équation en coordonnées 
polaires est de la forino 



p = 6cos2«-<.cos 


iW. 




îx. s. Rosace n quatre bmnches. Du sommet d'i 


.i. angle 


droit XOY, 


■fiendieulairessur une droite de longueur coiisla 
igle; le lieu des pieds dos perpendiculaires est la 
ïllccst représentée par 


nto l'Q qi 

ros.ee à i 
= 


m glisse su 
]ustrelirar 


coordonnées cartésiennes, et par 






coordonnées polaires, 2i étant la longueur PQ. 
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Ex O. Ovales rfe Deacnrtea. Le l[eu des points tels, que la somme dp leurs distances 
à deux points fixes multipliées respectivement par deux nombres doiiDiSs est constante, 
s'iippelte ovale de Descnrtes. 

Ex. V, Podaire». Etant donniSe une ligne S, si on mène, pur un point fixe O, des 
perpendiculaires snr ses tangentes, le lieu des pieds de ces perpendiculaires est une 
courbe dérivée de la première à laquelle on a donné le nom de podflîrc du point pai' 
rapport à la ligne donnée. 

Afln d'arriver facilement à l'cqualion de la poduiie, prenons le point O pour IVi(;iiie 
d'un système d'axes l'ectangulaii'cs, et soit 

«i •+- uy — 1 1= 
la tangente il la courbe donnée S. On sait que les cosinus directeurs de la perpendicu- 
laire abaissée de l'origine sur cette droite sont proportionnels à u et v; il en sera de 
même des coordonnées œ et y du pied de cette droite; on peut donc écrire l'égalité 



(-) 



(^) ; = - = 

Les relations (s) donnent 

Il «'ensuit que, si la coui'bc donné 
F|w, ii)=:0, la podairc de l'origine s 



1' delà perpendiculaire dccrit 
l'extrémité du rayon OP onveli 
nticlles, par 



Réciproquement, si le pied 1' de la perpcndiculuire dccn't une ci 
la perpondiculaire élevée à l'extrémité du rayon OP enveloppera 
ientéc, en coordonnées langentlclles, par 



rbe P, {x, ,j) = 
me cnurbe rcpré 



Avec ces principes, démontrer : f Que la slrophoîde est le lieu des projections du 
pied do la directrice d'une parabole sur les tangentes à celte courbe, c'est-à-dire la 
podaire du pied de la directrice. 

2° Que le limaçon de Pascal est la podaire d'un point A pris sur le diainèlro du 
cercle de rayon r, 

3" Que la rosace à quatre bronches est la podairc du sommet de l'anfile XOYdela 
courbe représentée par «' -t- u' := âb'n'u'. 

Ex, S. Uonslruire la courbe p' = (i=cos2w (Lemniscale de Berzionilli), et montrer 
que la podaire du centre est définie par p = = (i^cos ^- 
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Ex. o. Étant doiiiides deux circoiiférenees et 0', piir im point lt\e A de la ligiiu 
des ceulies 00', on mène une sécante quelconque qui icucoutie les cercles en K el K' j 
montrer que le point d'interseetion des droites OK, O'K' décrit une ovale de Deseartcs. 

Ex. ■•. Construire la courbe: p;=4i'cos'5(Cardioïdel; c'est un cas particulier du 
limaçon de Pascal, lorsque b = 3''. 
En. II. Construiro les courbes définies par les équations : 

lo yS_96nV-»- lOOd'j!' — œ< = 0(CoHrbftduiJii.lile); 

2» j'^z T-(llyporbole parabolique); 

ô" -ifx — û:' + 2ii= + a: — 2:=0 {Hyperbole rodoiidunle) ; 

îi" y =x^ — 4ic' -t- b (Poi'abnlo tiibic|urj ; 



Voir ensuite le Chap. X pour les lieux géomélcii^ues. 

§ III. COURBES ^EMItLADLES. 

2*7. On (liKjue deux courbes AB et «6 sont semblables et ssmhlahte- 
ment placées, si en menant d'un point fixe des rnyons i]ui rencontrent 
CCS courbes en P, Q, It...., p, ff, r...., on n 

0^ Oq~ Or 

Le point est le centre de similitude, et la (]uantité /; le rapport de 
similitude. 

Il en est encore ainsi poui- deux cotrrbes AB et cd leiles qu'en nionanl 
de deux points fixes et 0' des rayons parcillèlcs OP, OQ, OR...., O'p', 
O'q', O'r'...., on ait les relations 

~ = .^ = — = =t 
Oy ~0'ç' O'r' 

Poui' exprimer plus lirièvcnicnt cette siniilitutlc de forme et de situa- 
tion, on dit qiiu les courbes placées comme on vient de l'indiquer sont 
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Iwmolhèliqm-s. Deux poinis situes sur un même riiyim tels quePetp 
sont tlils homolo<f lies. Oi\ lionne le inOmc nom aux droites (|ui joignent 
(les points homologues dans les deux courbes. 

Il rcsiille de ces dt^Hniiions que les droites homologues PQ, pq sont 

pjirn Hèles entre elles, et leur rnppoit est i^gnl ù t;ear les Iriiingles OPQ 
et Opf/ sont scmlihibk's. Si nu suppose qiic le rnj'on OQ se rjipproelie 
indéfiniment de OP, les droites 
homologiiesPQjpy restent paral- 
lèles entre elles et il en sera de 
même à la limite, lorsque les 
points Q etç viennent respecti- 
vement se confondre avec les 
points P cl p; donc, les tangentes 
aux points homologues à deux 
courbes hoinothétiques sont pa- 
i-^s. ^■■- rallèles. 

Deux courbes situées d'une manière quelcanque dans un plan peuvent 
être semblables; il faut pour qu'il en soit ainsi qu'on puisse les plaeer 
de manière qu'en menant par un point fixe des rayons aux différents 
points des deux courbes, les rayons dirigés suivant la même droite soient 
prnporiionnels. Dans ce cas elles ne sont pins homothétiques, mais sim- 
plement semblables. 

84S. Trutiver l'iiiiiiilitin ijàièrnte des cottrbes sembtaliles à une coitrbe 
donnée [{x, _y) = 0. 

Soit AB (/('(/. 95) la courbe représentée par l'équation t{x,y) = 0. 
Menons par l'origine les rayons OP, OQ, OR,..., et divisons ces lon- 
gueurs aux points p, q, r,.., de manière à ce que le rapport des rayons 
vecteurs soit constant et égala/;. L'ensemble des pointa}), ({, r... formera 
une courbe semblable à la proposée. Soient a; et y les coordonnées du 
point R, et x', y' celles du point homologue )-. On a évidemment par 
les triangles semblables 

= /c; 



Oi- 



d'oii 



X = l;x', y = h/ 

et, par conséquent, l'équation 

f (fa', %■)_», 
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comprend toiiles les coiii-bes Iioinothéliqucs à la proposée, le tenlrc 
d'homothétie étant l'origine des coordonnées, 

Transportons les axes OX, OY avec la courbe ab dans la position 
O'X', O'Y' pai'allèlemenl aux axes primitirs; la courbe ab vient occuper 
la position ed, et son équation par rapporl aux nouveaux nxcs sera la 
même qne pour les axes primitifs, c'esl-à-dire î{kx', ky') = 0. Mais, si on 
la rapporte à ces derniers, on doit changer x' et y' en x — p, y — q, p etq 
étant les coordonnées de la nouvelle origine; il en résiiKc que l'équation 

i'[k{x-p),k(y~q)] = 0. 
représente toutes les courbes homotbétiques à lu proposée, c'est-à-dire 
toutes les courbes semblables et semblablement placées. 

Afin que la courbe cd occupe une position quelconque dans le plan, 
faisons tourner les axes O'X', O'Y' avec la courbe cd d'un angle «; 
l'équation de la courbe cd pour celte nouvelle position des axes sera 
toujours f(_kx', ky') = 0. Pour obtenir son équation par rapport aux ases 
primitifs OX, OY, il faut prendre les formules de transformation (N" 8) 

' sin 

x' sin a -I- v' sin 6 

V = 7 -t- ■ — — — : — '■ — 1 

^ ' Sin 8 

et les résoudre par rapport à a:' et à y'; en substituant les valeurs 
trouvées dans f [k:^ , ky') = 0, on aura l'équalion qui représenle toutes 
les courbes semblables à la proposée. 



ï,\. ». Ls courbe Jonnée est le cercle œ' -h ï' — r^:= 0. 
L'équalion des courbes liomuthé tiques de ue cerde est de k forme 

ft'fo;— p]*-l-*'(y — 9)' =r*, on (^ — vf -^(V — <tf =-^^' 

(!l, par suite, loillcs les couiljes sembl^liles ù ta profiosee sont des eoreles dont le rayoi 
peut avoir uue inlcur quelconque. 

Ex. B. La eourbo douilée est i'ellipse rapportée à son ceutro et à deux dianiÈlre; 
conjugués 
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Une courbe horaolhclique quelconque à ia proposée est représentée par l'équalion 

„'i "^ b'i —A" 
c'est une ellipse ayant pour centre le point [p, j). Soit 0' le centre de cette ellipse; 
menons par ce point deux drailcs O'X', O'Y' parallèles aux diamètres conjugués de 
l'ellipse donnée ; l'équation de l'ellipse hqmothétique pour les axes O'X', O'Y' est 



il en résulte que O'X', O'V sont aussi deux diamètres conjugués de cette courbe; de 
plus, ces diamètres sont proportionnels à ceux de i'ellipso doiinée. Doue, Deux ellipseï 
lemblMes eC semblablenKHt placées ont leurs diamélrei parallèles et proporlionniila. 
Ex. 3. La courbe donnée est une hyperbole rapportée à sou centre et à deux dia- 

mèlres conjugués— — ^;=l. 

Il est évident qu'en suivant la marche indiquée dans l'exemple précédent, on arri- 
verait à ce théorème : Deux hyperboles homoiliétiqaes onl leurs diamUres parallèles et 
proportionnels. 

Ex. 4. La courbe donnée est la parabole v':=3;ix. 

L'origine étant le centre de similitude, l'équation des courbes homotbétiques est 

ce sont des paraboles; comme le paramètre peut avoir une valeur quelconque, il en 
résulte que deux paraboles guelcanques sonl semblable). 
Ex. S. Reconnaître si deux coniques â centre représentées par les équations 
Ay' + SBcy -+- Cx' -+- aOy -H 2Eï -4- F = 0, 
A'y' -+- SH'x>j -H C'x' + Wy ■+■ Wx -H F' = 0, 

sont semblables et aemblablement placées. 

Si on transporte les axes parallèlement ou centre de cliaque conique, les courbes 



donn. 


■es ont dos équations de la forme 




Ay'-i-iBxy^Cx' = U. 




JVx'-^-2]^'x>/-^-C'^':^W, 


et, en 


coordonnées polaires, 




p' (A sin= 10 -+- 2B sin u ces w -t- C cos" w] — H, 




p" (A' sin= (0 -h2I(' sin a cos w ^- C cos' «) = H'. 


Or, 


pour que les coniques soient semblables, il fout que les diann 


lèles < 


et proportionnels ; par suite, le rapport 




f.' II A' sin» s. -1- 2B' sin « cos ^ -4- C cos' 6, 




p" II' A sin' « -H 2B sin ». cos 6, -4- C cos' M 


doitê 


Ire constant quel que soit s): ce qui exiee que l'on ait 



diamètres soient parai- 
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Donc, deux coniques à centre repi'éeeiilées par l'égiialion gmèralc se 
coeffieieiits des termes da second degré sont proportionnels. 
Eï. B, Toutes les logarilhmiques sont des courbes seiublalilBS. 
Les courbes qu'on appelle siiisi sont reprcsciilées pul' r«r[UBtion. 



En changeant 
à la proposée 



c'est une logarithmique dont le paramètre m' est quelconque. 

Ex. *. Toutes les courbes que l'on obtient en faisant vai'iei- le pai'amèti'c p dans 
l'équallon f (», yiP):=(i sont des courbes semblables. 

Bemarqaoos d'abord que toute relation entre les longueurs ic,y,îj, obtenue en laissant 
arbitraire l'unité linéaire, doit être bomogène par rapport àx,y,p; tar si les nombres 
xi,yi,pi obtenus avec une certaine unité satisfont à l'équation, il en doit être de même 
des nombres Axi, ky,, kp,, obtenus avec une autre unité ; ce qui exige que, dans les 
termes de l'équation, la somme des ejiposanls de», ^, jisoit la mémea&n que le Taeleur 
k disparaisse. Cela étant, les courbes homotbétiques sont représentées par 

el, en posant Jt = /'))' I pnr 

[Hx.ky,kp'i = 0, 

fK!/,p')--0. 
Puisque p' = -est quelconque, ilen [■ésullc que les courbes semblables sont les lignes 

représentées par f (œ, y, p) = 0, lorsqu'on fait varier le paramètre p. 
On démontrerait également que si l'équation proposée renfermait n paramètres 

p, g, r , toutes les courbes que l'on obtient on faisant varier proportionnellement 

ces paramètres sont semblables, le centre de similitude étant l'origiuu dos cordonnées. 
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CHAPITRE X. 



Théorèmes ot problèmes sur les coniqnes; lieux géomotriqaos. 



249. Nous nvons réuni, d;ins ce ehapitrc, une série <Ie propriétés 
intéressantes des courbes du second ordre, en les proposant comme 
exercices aux élèves désireux de se familinriser davanlage avec les 
procédés de la géométrie analyliijue ; nous y avons ajonlé quel(]iies 
applications des coordonnées triangulaires et tangenttellcs ainsi qu'un 
ensemble de lieux géomciriques k déterminer. Plusieurs de ces quesiions 
ont été données dans différents concours en France. L'intérêt qui s'aiiache 
à chacune d'elles développera chez les jeunes gens le goùl de ces sortes 
de recherches et l'habilude de la réflexion ; ils y trouveront une ample 
roaiicrc pour .nppliquer les ressources de l'analyse à la résolution des 
problèmes de la manière In plus simple et la plus élégunle. 

$ 1. TJlÉOni'JiES ET K^KHCJCKS SUR LES COURBES DU SECOND OnDRE. 
{Comilonnées Larlésit'nncs), 

du [oyurk la (nugenic, et divisée par le rajon vecteur, rst une quantité con.sltinte. 

Ex. a. On prolonge deux Jisin^lres coojuguéa jusqu'à leur rencontre avec une 
directrice, et, de chaque point d'intersection, on abaisse une perpendiculaire sur 
l'aulro; montrer que ces perpendiculaires se rencontrent au foyer correspondant. 

Ex. s. La somme des carrés des normales menées aux extrémités de deux demi - 
diamètres conjugués d'une ellipse est constante, 

Ex. 4. Dans l'ellipse, il y a toujours deux taugEntes réelles psirallèles à uitp droite 
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donnée; dans l'hyperbole, ces (angenles peuvent être imaginaires, et, dans la paiaLali;, 
on ne peut mener qu'une seule tanj^Rute purallcle it une direction donnée. 

Ek. S. On mène une tangente à l'ellipse inclinée d'un angle a sur l'axe majeur; 
montrer que le produit des perpendiculaires abaissées des oxlrémités du premier a\c 
sur eeUe tangenle est égal à fi' cos* 6. 

Ex. e. Par un poinl M d'une ellipse, on mtne les cordes MPN, MF'N' passant jmr 
les deux foyers ; démontrer la relation 
MP MF' 

Ex. 9. r.e minimum d'une tangente » l'ellipse comprise entre les axes est égal à la 
demi-somme o -f- 6 des axes. 

El. S. Le maximum de la distance du point de contact d'une tangente à l'ellipse à 
1» projection du contre sur eelte tangente est égale i la demi-différence a — 5 des axes. 
Ex, V. D'un point T, pris sur une tangcntcà la parsbole, on abaisse une perpendi- 
culaire sur le rayon vecteur du point de contact ; prouver que la dislance du foyer 
au pied de la perpendiculaire est égale à la distance du point T à la directrice. En 
déduire un moyen démener i la parabole une tangente par un point extérienr. 

Es. iO. Dans une parabole, l'ordonnée focale FB est nioyenne harmonique entre 
le» deux segnionls d'une corde focale quelconque HIFM', c'cst-l-dire que l'on a : 
MF _ MK — FB 
M'F~"FB — Jl'F ' 

Ex. II. La droite qui joint le foyer à un point quelconque de la directrice est 
perpendiculaire à la polaire de ce point, 

Eï. it. Toutes les droites conjuguées qui passent par le foyer sont rectangulaires, 
et, réciproquement, un point tel, que les droites conjuguées passant par ce point sont 
perpendiculaires, est un foyer 

Ex. 18. Les droites menées au pôle 1 une droite el au point où celte droite ren- 
contre la directrice sont perpend cula 

Ex. 14. Par chaque po nt du pla i une conique, on peut mener deux droites 
conjuguées rectangulaiies 

Ex. 15. Le rapport a harmo q e d polaires de quatre points en ligne droite est 
égal à celui de ces points 

Es, •«. Deux demi-d ametres conj gués de i'ellipso qui font les angles a el p avec 
le grand axe donnent lieu a la i eial o 

«"'Bin2«-t-6"5in2,î = 0. 
Ex. «». Soient OD, OE deux demi diumùlfes conjugués de l'ellipse, F le foyer 
Al'extrémité du grand axe; on aura : 

(FD-AO)'-l- [FE — AO)'="Î^F^ 
Ex. ts. Parmi tous les systèmes de diamètres conjugués de l'ellipse, les axes 
forment une somme minimum el les diamèlres conjugués égau.-i «ne soi 
Ex. •». Dans l'ellipse el l'hyperbole, le rapport anliarmoniqiia de q' 
est égal à celui de leurs conjugués. 
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Ex. ««. Dana une ellipse, la carre d'un rayon central est égal à la sonu 
carrés des domi-axes tUmmuëe du produit des rayons vecteurs qui aboutissen 



Ex. »■. La somme des carrés des dcmi-aies d'une ellipse est égale à la somme des 
produits des rayons vecteurs qui aboutissent aux extrémités de deux diamètpcs conju- 
gués quelconques. 

Ex. 9X. Dans l'eilipse, la somme des carrés de» différences des rayons vecteurs 
menés aux extrémités de deux demi -diamètres conjugués est constante et égale'au carré 
de h distance focale. 

Ex. »». Dans l'ellipse, le produit des rayons vecteurs, qui aboutissent à l'extrémité 

de l'un des diamètres égaux, est égal à la demi-somme des carrés des demi-axes. 

Ex. «4. Dans l'hyperbole, le carré d'un rayon central est égal à la différence des 

carrés des demi-axes augmentée du produit des rayons vecteurs qui aboutissent à son 

extrémité. 

Ex. 9fi. Dans l'hyperbole, tout dcmi-diamèlre est moyen proportionnel entre les 
rayons vecteurs menés s l'extrémité de son conjugué. 

Ex. ae. La différence des carrés des demi-axes d'une hyperbole est égale à la 
différence des produits des rayons vecteurs menés aux eïli'émités do deux diamètres 
conjugués quelconques. 

Ex. »*. Dans deux hyperboles conjuguées, les sommes des rayons vecteurs, menés 
aux exlrémilés de deux diamètres conjugués, sont égales entre elles. 

Ex. 9». Dans l'byperhole équilatère, tout rayon central est moyen proportionnel 
entre les deux rayons vectetirs menés i son extrémité. 

Ex. «O S n m n p I t ém D t E de deux demi-diamètves conjugués, 
des corde p 11 1 qu I q DD EE I urs extrémités D' et E' appartiendront 
& deux diamèt lugu 

Ex. »• L d d t J d l génies quelconques » une conique est 

parallèle à 1 d n p t I d met parallèles à ces tangentes. 

Ex. SI Le d m n ut t d un diamètre à un point d'une conique, 
déterminent, sur le diamètre conjugué à partir du centre, deux segments dont le 
produit est égal au carré du demi-diamètre conjugué, 

Ex. a». Deux diamètres conjugués déterminent sur doux tangentes parallèles d'une 
coniqne, à partir des points de coutact, deux segments dont le produit est égal au 
carré du demî-diamèlre parallèle aux tangentes. 

Ex. 83. Si on fait tourner autour des extrémités D et D' d'un diamètre deux cordes 
qui se coupent sur la conique, ces cordes déterminent sur les tangentes parallèles en 
D et D', k partir de ces points, deux segments dont le produit est constant et égal au 
carré du diamètre conjugué. 

Ex. aJ, Quand deux tangentes parallèles sont rencontrées par une troisième, le* 
droites mene'es du centre aux points de rencontre sont deux diamètres conjugués. 

Ex. 3S. Une tangente quelconque k une conique détermine sur deux tangentes fixes 
parallèles à partir des points de contact, deux segments dont le produit est constant et 
égal au carré du demi-diamètre parallèle aux tangentes fixes, 
Ex. as. Deux tangentes parallèles quelconques déterminent sur une tangente fixe 



y Google 



— 51S — 

à partir de son point de contact, deux segments dont le produit est égal et de signii 
contraire au carré du demi -diamètre parallèle k la tangente fisc. 

Es. a». On oonâlruit tteus ellipses S et S' telles que les demi-axes de la première 
coïncident en direction avec ecux de la seconde, mais soient respectivement propor- 
tionnels à leurs carrés : 

i" Le parallélogramme, construit sur deuï demi -diamètres quelconques Dj, Da do 
l'ellipse S, vaut le parallélogramme construit sur les demi-axes de cette ellipse assem- 
blés sous l'angle | que forment entre eux les conjugués respectifs de D^ et Ds dans 
l'ellipse S' ; 

2° Lorsque les diamètres D,, Db sont conjugués dans l'ellipse S, leurs conjugués 
respectifs dans l'ellipse S' se coupent à angle droit ; 

S" Les perpendiculaires abaissées des extrémités de deux diamètres quelconques 
Di, Dj de l'ellipse S sur les directions qui leur sont respectivement eonjuguées dans 
l'ellipse S' sont égales entres elles. 

Es. as. Si on désigne par /i l'angle de la normale en M à l'ellipse avec le rajon 
focal qui passe par ce point, par b le diamètre OSl, par 6' son conjugué, on aura ; 



Ex. 38. Dans l'ellipse et l'hjporbole, la tangente et la normale en un point forment 
un faisceau harmonique avec les rayons vecteurs de ce point. 

Ex. AO. Dans la parabole, la tangente et la normale en un point ferment un faisceau 
harmonique avec le rayon focal et le diamètre qui passe par ce point. Donc la tangente 
et la normale rencontrent l'axe en deux points équidistants du foyer. 

Ex, 41. Dans la parahole, la polaire d'un point et la perpendiculaire abaissée du 
pôle sur la polaire rencontrent l'axe en deux points équidistants du foyer. 

Ex. it. Dans l'ellipse et l'hyperbole, il y a toujours doux normales parallèles à une 
direction donnée ; elles sont toujours réelles dans l'ellipse mais, dans l'hyperbole, elles 
peuvent être imaginaires ; dans la parabole, l'une de ces deux normales est k l'infini. 

Ex. 48. Les pieds des quatre normales que l'on peut mener d'un point du plau à 
une ellipse sont sur une hyberbole équilatère qui passe par le centre et le point du 
plan, et dont les asymptotes sont parallèles aux axes de l'ellipse. 

Ex. 41. L'hyperbole équilatère menée par les pieds des normales issues d'un point 
à une conique est le lieu des milieux des cordes que des cercles, décrits du point donné 
comme centre, interceptent dans la conique. 

Ex. 4S. Les pieds des trois normales qu'on peut mener à une parabole par un point 
donné appartiennent h un cercle pa&sant par te sommet, 

Ex. *». Si, d'un sommet Ai d'une conique S, on abaisse des perpendiculaires sur tes 
quatre normales menées à la courbe d'un même point P, les quatre points Hi, M,, Mj, 
Mj où ces perpendiculaires rencontrent la courbe sont sur une même circonférence. 

Ex. 49. Si l'on fait passer une circonférence par les pieds de (rois quelconques des 
quatre normales menées d'un point à une ellipse, le quatrième point conmiun aux deux 
courbes sera diamétralement opposé, sur l'ellipse, au pied de la quatrième normale. 

Ex. 4S. Par un point M d'une ellipse, on peut mener trois normales à la courbe 
indépendamment de celle qui a son pied en M ; sur chacune de ces normales, on porte. 
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à p.irtir du poinl H, une longueur égale au segment inlcreepté entre le grand ase et 
l'sllipse ; les trois points Biiisî obtenus sont situés sur uu c<.'rclo rjui touche l'ellipse 
en M. 

Ex, 16. La tangente en un point quelconque de la parabole coupe la directrice et 
roi'donnée focale prolongée, en deux points également distants du foyer. 

Ex. S*. Si deux paraboles égales ont un axe commun, une droite tangente à la 
pai-abûle intérieure et terminée à l'autre courbe sera divisée par le point de contact en 
deux parties égales. 

Ex. SI. Dans une conique à centre, les lignes menées de chaque foyer au pted de la 
perpeiidiculaireabaissée de l'autre sur la tangente se coupent sur la normale et la 
partagent en deux parties égales. 

Ex. St. Si, par les différents points d'une taugenteà une parabole, on mène une 
tangente et une droite au foyer, l'angle de ces droites est toujours égal à l'angle que 
fait la première tangente avec le rayon vecteur de son point de contact. 

Ex. »*■ Si par deux points quelconques de ta corde des contacts de deux tangentes, 
on mène deux parallèles à celles-ci, on forme un parallélogramme dont la seconde 
diagonale est toujours tangenle k la parabole. 

Es. 94. Si une corde PP' passe par uu point lixe O, le produit tang ^ PFO - tatig i 
P'FO est constant. 

Ex. SS. Si on mène des normales aux extrémités d'une corde focale, une parallèle 
il l'axe majeur, tirée par leur point d'intersection, coupe la corde en deux parties 
•B.1,.. 

Ex. &«. Soit 8 l'angle des tangentes à l'elhpse issues d'un poiut S, p et p' les distances 
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SR SU' Sr Se' 
£x, 59. L'angle formé par les droites menées du foyer a 
d'une tangente quelconque avec deux tangentes fixes est constant dans l'ellipse et 
l'hyperbole; dans la parabole, cet angle est supplémentaire de celui des tangentes. 

En. SO. Si on fait tourner une corde MM' autour d'un point fixe P, ta somme algé- 
brique des rayons focaux F)l, FM', divisées respectivement par les distances MPi, M'Pj 
des points i] et SI' à la polaire du point, est constante ; c'est-fi-dire que l'on a : 
FM FM' 
MPi"^M'Pi~"""*'" 
El. Oo. La moitié d'une corde focale, dans l'ellipse et l'iiypiirbole, est troisième 
proportionnelle entre le demî-diaraèlre parallèle ot le demi-axe focal. 

Ex. et. La somme de deux cordes focales de l'ellipse parallèles à deux diamètres 
conjugués est constante. 

Es. SI. Dans l'hyperbole, la différence de deux cordes focales respectivement paral- 
lèles à deux diamètres eonj ugué, 
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(, as. Si on iJcsigne par ui, «g les paramètres angulaires di 
le corde qucleoiique de l'ellipse, on a, pour la longueur D de ci 



a' élunt le lienii-iiianièlrc pal'allèle h la corde. 

En. 0«. Trouver l'expression de l'aire du triangle donl les sommets sont trois poiuts 
de l'ellipse «,, Ug, lia. 

R. a.6 sin ^ (.., - »,) ùu i K - «,) sin J («> - «.)• 
Eï, OS. Trouver le rayon du eorde cii'eonacrit au (Haiigle des trois points i*i, %, itj 
d'une ellipse. H. — j I>', b", h'" éLant les demi-diamètres parallèles aux ofités. 

Ex, OO, On mène, dans une parabole, une cm-de quelconque MM' qui rencontre l'axe 
en ; si A est le sommet de la courbe, N et N' les projections des extrémités de la 
corde sur l'aie, on aura: ÂÔ' = AN.AN'. 

£x, 09. Si l'on mène deus cordes focales dans la parabole, les rectangles des seg- 
ments d'une même corde sont entre eux comme les cordes entières. 

Ex. 6». Si deux cordes rectangulaires partent dn sommet de la parabole, le para- 
mètre est moyeu proportionnel entre les abcîsses des exli-émîtés de ecs cordes. 

Ex. as. Si, par le sommet d'une parabole, on mène une corde AB, et, par le 
point fi, une perpendiculaire à AB qui rencontre l'axe en C, la sous.corde AC est égale 
à quatre fois la distance du foyer à l'extrémité du diamètre conjugué de la corde. 

Ex. «•. Si, par le foyer cnuuFdd q ne de quel- 

conque, et, qu'aux points où II up i u b n I ta g en ces 

points, ces quatre tangentes foim u q I d I d 1 ont les 

cordes communes aux deux con qu 

91. Des extrémités d'une d f 1 AIKM d 1 1- i I -se les 

pei'llendicuiaires MP, M'P' sur u d f ; \ 

-— -h :-;-- = const . (Ecole Polytecliuique 18i5) . 

Ex. 9«, Une ellipse et une parabole oui un foyer commun et sont telles que l'axe 
de l'ellipse est dirigé suivant i'ase de la parabole, et que les directrices correspon- 
dantes au foyer commun sont placées de part et d'autre de ce point ; démontrer que, 
sil'on mène du foyer commun F les rayons vecteurs FJi, Fil' eux cslrémités d'un 
diamètre de l'ellipse et qui rencontrent la parabole en N et N', en a la relation 

FM FM' _ i{a-i-£) 

fS"'"fk'~ V 



Ex. 13. La projection d'n 



Si on consiruilj sur une corde de l'iiyperbole, un parallélogramme dont 
it parallèles aux asymptotes, la diagonale passe par le centre. 
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Ex. 9JV. Les sécautes, menées d'un point quelconque de l'Ijyperbole à deux points 
fixes pris sur la courbe, iulerceptenl sur une asymptote une lougui 

Ex. i«. Dans l'hyperbole éqiiilalère, le produit des rayons vei 
la courbe est égal au carré du demi -diamètre i]ui passe par ee point. 

Eï. 9». Dans une hyperbole équilalère, les droites menées des exli'cmitcs d'ui 
diamètre à un point de la courbe font des angles égaux svec une asymptote. 

En. >S. Si on inscrit un triangle rectangle dans une hyperbole ëquilalère, l'hj-po- 
ténuse est parallèle à la normale au sommet de l'angle droit. 

Ex. se. Les droites, qui réunissent un foyer aux points de rencontre d'une tangenli 
avec les asymptotes, foi'mcnl un angle constant. 

Ex. 80. Etant données doux hyperboles ayant les 
Icante qui rencontre la première 



_0A_ 
0B~ 



n point de 



lies asymptotes, on mène, par 
A, la seconde en B ; prouver 



Ex. 81, JÉtaiit menées à une hyperbole deux tangentes A et B avec la corde des 
contacts C, oa tire, d'un autre point quelconque m de la courbe, une parallèle à une 
asymptote et l'on désigne par a, b, c les points de rencontre de celte parallèle avec les 
droites A, B, C, Démontrer que me est moyenne proportionnelle entre ma et i»6. 
Construire une liyperbolo, connaissant une asymptote, deux tangentes et un point. 

Ex. sa. On donne une ellipse et ses foyers F et F' ; deux droites touchent U courbe 
en M et K et se coupent en T ; démontrer la relation 



TF 

MF ■ HF 

Ex. SS. En deux points d'un 
élevée sur le milieu de la corde pa 
normales par chacun des axes. 

Ex. 84. Mener, dans l'ellipse. 



TF'" 



ellipse, on mè 
e par les miiiei 



is normales; la perpendiculaire 
îs segments interceptés entre les 



ormale telle que laporli 









Ex. 8S. fioient u et j3 les coordonnées d'un point ; on mène à une eUi 
maies aux points où la polaire du point («, |9) rencontre la courbe ; pro 
coordonnées du point d'intersection des normales sont i 

Ex. 80. Étant données deux paraboles égales ayant le miime axe et dirigées dans lo 
même sens, on abaisse d'un point quelconque do la parabole extérieure une sécante 
perpendiculaire à l'axe ; montrer que le produit de la sécante entière par la partie 
extérieure est constant. 

Ex, 83. Si un cercle coupe une parabole, les lignes qui forment un couple de cordes 
communes sont égalemenl inclinées sur l'axe. 

Ex. 88. Un cercle variable, assujetti il passer par un point fixe P, coupe une conique 
aux points A, A', A", A'" ; démontrer que l'expression — " '^' 'I,^" ' ^'^"' est eoji- 
stante, R étant le rayon du cercle. 
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e parabole de foyer F ; psr les sommets 
es respectivement perpeniliculaires à FA, FB, FC ; démonlrur 
même point. 

A, B, C d'une parahnle sont tels, que le triangle ABC ait sou 
xe de la courbe, les normales en A, B, C se coupent en un 



ne parabole et 
circonfëience 



luhlemciit 1 



eneuj d cette courbe ; faire passer, 
irigeute a la parabole, 
s lises A et B sui l'ellipse, si on joint un point 
points fi\es, les perpendiculaires élevées sur les 
iptent sur chacun àe'' aies uu segment dont la 
it la position du point sur la courbe, 
harmoniqucmtnt les trois diagonales d'un qua- 
conique inscrite dans le 



Ex. 80. Un triangle 
A, B, C, on mène des ligi 

Ex. O*. Si trois points 
centre de gravité sur 1' 
même point. 

Ex. ea. On donne un 
parle point donné, 

Ex. 9C, Ëtant donnés deux po. 
quelconque SI de cette courbe au 
milieux dos cordes MA et AlB iiite 
longueur est constante, quelle que 

Ex. 98. Deux droites, qui dîvis 
drilatère, rencontrent 
quadrilatère. 

Ex. m. Si, par un point 0, on mcm 
efilés d'un triangle, les sin points de renco 
conique. Trouver son équation. 

Ex. 05. D'un point P d'une ellipse de 
le grand ase et on la prolonge jusqu'à sa 
axe; le diamètre qui passe par le point P : 
le point F parallèlement à OQ. 

Ex, sa. Lorsqu'une conique esl inscrite » un triangle, son paramètre est égal au 
diamètre du cercle inscrit, multiplié par le produit des sinus des angles que font, avec 
le cercle, les droites qui joignent un des foyers aux sommets du triangle. 

Ex. 99. Pour qu'un triangle inscrit dans une ellipse ait une surface maximum, il 
faut et il suffit que te centre de gravité du triangle coïncide avec le centre de la courbe. 
Tous les triangles inscrits dont le centre de gravité coïncide avec le centre de l'ellipse 
ont une aire constante. 

Ex, 98. Pour qu'un trîaugle circonscrit à l'ellipse, et renl'ermant l'ellipse, ait une 
1, il faut et il suffit que son centre de gravité coïncide 



I quatre points harmoniq' 

ie ces Ij 
■e 0, on 



espeotivemcnt parallèles 



abaisse une perpendiculaire sur 
contre en Q avec le cercle décrit sur cet 
égal à la corde menée dans le cercle par 



la courbe. L'aire du triangli 
triangle maximum inscrit. 

Ex. Mi. Lorsque trois tan{ 
triangle circonscrit d' 



est égale i quatre fois 1' 



e du 



itlel 



Ex. d 



I. S d b q 



ment inclinée d 
la moyenne g m 
cette longueu d 

Ex. lei. d 

inclinée du n£m 
moyenne géon t ( 



touchent une même branche d'hyperbole, il y a un 
; c'est celui dans lequel deux c6lés sont les asymp- 
l q I q 

q ntro et sur iine direction coiislam- 

m I p te une longueur proportionnelle à 

j n f elalifs à ce point, l'extrémité do 

t q la première et du mËme genre 



t une longueur proportionnelle à la 
longueur constante, rextrcmilé de 
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celte loLigueui' aura pour lieu une autre pai-abole dont l'ase sera dirigé suivant relui 
de la première, 

Ex. tôt. Trouver, sur l'ellipse, le poftil le plus éloigné de j'extrémilé du pclil axe. 

Ex. (•3. Parmi les coniques circonscrites il ud quadrilatère, délermioer celle dont 
ie produit des axes est minimum. 

Ëx. ■•<■ Il existe toujours sur un quadrant de Tellipse deux points où les normales 
sont ^quidisiantes du centre. 

Ex. iO». Inscrire, dans l'ellipse, une corde telle que la somme de sa longueur el de 
In dislance de son milieu au centre soit maximum. 

Ex. €••. Ét.int données deux coniques homothétiques el concentriques, une tan- 
gente quelconque de la conique intërîeuro détache une aire constante de ta conique 
extérieure. 

Ex. iO». Trouver sur une circonférence donnée un point tel que la somme de ses 
dislances à deux po ts do nés s t un max n um nn minimum, 

Ex. aos. Dans une ell pse do ) ee inscr re un tr a gle équilatéral tel que le câté 
soit maximum ou n mm 

Ex. aOB. Trouver paru les 1 a gles de pi s g de aire inscrits aune ellipse 
donnée, celui dont le pér n être est un ma\ nm ou un minimum, 

Ex. «ao. Une con que pa se pa tros[.o Is A, A_, A5 el touche une droite A. 
Désignons par S,, S^, Sj les distances des points à la droite A, par p,, ps, pj leurs 
distances au foyer F, et par ai,a„ «3 leurs dislances mutuelles. On a la relation 

Ex, 111. La somme n' -t-6' des carrés des demi-axes principaux d'une conique est 
mesurée par la puissance du centre de la courbe par rapport au cercle circonscrit à 
l'un quelconque do ses triangles conjugués. 

§ 2. THÉORÈMES ET EXERCICES SUR LES COURBES DU SECOKD ORDRE, 
{Coordonnées triangulaires et langenlielles,] 

Ex. i. Trouver les équations réduites <Jes coniques en coordonnées langentielles. 
Si on rend l'équation générale du second degré homogène par l'introduction d'une 
nouvelle variable lo, elle se présente sons la forme 

{(11, V, Ml) = Aw' + 2BtHJ -I- Ci>» -4- Wiiiv ~h Evw -4- Ffu' = 0, 
et l'équation du point de contact d'une tangente (u', v'j peut alors s'écrire 

Si on désigne par x, y les coordonnées reetanguloircs du même point, on aura 
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De mtoe, étant donnée l'équation f(3!,i/, s) = d'une courbe du second crllre, 1 
tangeiiie en un point {x', y', z') est reprëaentiie par 

Si on appull« » et v les coordonntes tangeotielles de cette droite, il viendra 

f .' ' f .■ 

Eli y ajoutant f (j;', y', 2') ^ 0, et élimiuant les coordonnées earlésieunes, on arriver 
à l'éqnation taiigcnticlle de la eourbe. 
Soitj maiulenant, l'ellipse représentée par 

La tangente en un point M(œ', y') a pour équation 



telle 3eva l'éijualion tangentielle de l'ellipse rapportée à son centi'c 
Ou trouverait, de même, pour t'hj-perbole et la parabole, 

a^u' — 6V = 1, pv* — 2h = 0. 
Eï. 8. Trouver lea coordonnées de la normale correspondante i 

de la conique rt'u' + i>V = 1. 

Les coordonnées cherchées doivent satisfaire aux équations 



Ex. 3, Trouver le lieu des points d'interseelion des uormales à 
Pour reliipsc, il faut éliminer y entre les relations 



y Google 



Tour l'hyperbole et la parabole, on aurait 

aV — i'u' ^ e'tiV, pu' + ^pui>' -h Su' = 0. 
€cs ligJics se nommaiit les développées des coiiitjues. 
Es. 4. Etant donnée l'équalioii d'une conique rappoiléo à &011 ioyvi' 

trouTer l'éi^uatiuii ean'espondaiite en coonJonnées tangenticlles. 

R. |,._„,,= + („_„,). = _, y^-. 

E\. S. Trouver la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre sur la tangenle 

Eï. O, Chercher l'espression de la dislance entre le point de coulacl et le pied de la 
perpendiculaire abaissée du centre sur la tangente (u', v') à la conique 

Au' + 2B««-i-Cu' = H. 

Soit D la distance cherchée; on n 

Mais l'équation du point de contact étant 

„/'„' + Vf.,' = 211, 

on ■^: x' := — — ^ , j' :^ — ■— ■ En substituant, on Irouveru 

,t'f\, —v'f'a, 

U= — ' ' —^ . 

2H («"-+- w'>)ï 
Si on remplace les dérivées par leurs valeurs, il viendra 

U (!,« -H i/^f 

Eï. S. Trouver les directions et les longueurs des uses de la conique 

Au' + 2B«)H-Ci'" = 0. 

La tangente à l'extrémité d'un axe étant perpendiculaire à cet ase, on doit avoir 
D =^ : il en résulte qu'en résolvant les équations 

on obtiendra les tangentes perpendiculaires aus axes, et, par suite, ces derniers seront 
déterminés en direction. 
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Suit, mahiteiiaiit, p la Idiigueur du l'un des axes, J smi iLicliiiaisnn sur l'axe des i; on 

aura: p = - -, -, ar' = pcosl=^ — p*!!'; par suitt, 

/■'„- = — 2Hœ' = 2ili.'pî, /•„, = 2fl>i'p'. 
Si on rci!j|)hice les dérivées jlar leurs valeurs, il viendra les éi]uations 
(A — p'H| u' + Bv' = 0, 
Bii'-t-(C -p'H]«' =0, 

Hy — H(A-hC)p'+AC— B==rO; 
c'est l'équation qui détcrmiiiera les carrés des longueurs des axes. 

Ex, 9. Quelle est la condition pour que l'équation lA' -j- mi!' -+- nC = représente 
une parabole? 



►. Écrire les équations qui déterminent le centre de la conique iA'-t-i!iB'-l-nC';=0. 

/A mil nC —as 



Ex. «O. L'équation ;BC -t- «iCA 4- nàB ;= représente une parabole, si on a la 
relation : KÔÏ+ Vàm + \/^ == 0. 
Es. «t. Quelles sont les coordonnées du centre de laconique iBC-l-mCA-i-nAB = C? 



('>-"<(■— tic) Mi(m(.-)jc — (") n{ni:-la—mli) /''la-i-jii^d'-i-nV— 2)jin6i; — 2ntat— 2(m((6* 
Ex. 19. Si (A',B',C'),|A",D",C"] sont deux points de la courbe mC-t-fliCA-t-«AU=0, 
la corde qui les réunît a pour équation 

/A mB nC 

Ex. 13. Trouver lo centre de la conique V//'A + KsB + t//iC = 0. 
A 1! _ C _ —S 

bn + cm cl-t-aa am-i-bt Ibe + mca -i- nab 
El. ■«. Quelle est la condition pour que l'équation générale f (A, B, C) = lepré- 

B. H=0, c'est-à-dire 1 t n' m' 1=0. 



Ex. IS. Cliercher la condition pour que t (A,B, C) =0 repvés 
équilatère. 
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E — l-i-m-t-n — 21' cn-i A — 2»i' cos M ~ 'in' cos C, 
la condition cherohée sera : K ::= 0. 

Ex. 18. L'équalion du diamùlre qui passe par Se puïtit (A', B', C) peu 
la forme 



ondition pour qu'il soil conjugué au dia. 



] A B C j 
P Q R 



Si on represoiile par p, q, r les dot 

I Q K ]■ j ^ ■* I' I ^' ^3 1' 

et par p', 7', î^ les mêmes quantités où ), ^, v sont remplactis par J', ii', ■/, la condi- 
tion demandée est : 

Vpp' -+- Vïï' + \Vn''-(- U' (7>'-i- rq') -t- V ()■;>'+ pr'j -h W (p/-*- ç/) = 0, 
dans laquelle 

\] = m>i — l", V — ni — in'\ W = lm~n"; 
U' = m'n' — II', V = n'f ~ mm', W" = l'm' — irn'. 
Ex. 19. Trouver les équations des ases de la onnique f (A, B, C)^C. 
Si on exprime que la tangente: A/'t, + B/^n, + C/'c, =:0 est perpendiculaire au 



1 P Q R l 
on oblient la relation 
fA'jA' B' C l-t-fEM A' U' C l-t-/'.'! A' B' C 

PQ R PQR P QR 

I I, — cosC,~cosB j I -cosC,!, — «osAl j — Cû5 B,-cosC, I 

Elle est satisfaite, si on luinplace A', B', C pai' les coordonnées du centre; 
résulte qu'en supprimant les accents, on aura Téquation des aïes de la eouique. 
Ex. <S. Déterminer les longueurs des Bxcs de la conique f (A, B, Cj :=0. 
D'après le N° 16Ï, la longueur d''un dcmi-diamctre est doDnée par 
^ H 



y Google 



— 52û — 

Il faudra déterminer \e mix'mum el le minimum de f {J, /<, -,). les quaiitilés 
devant satisfaire aux relotions 

J' sin 2ï -i- //.' sin %3 -t- ^' sin 2-/ = 2 siii a siii ^ siu y. 



■ninimum de f (1, p., t) sont les r. 



-EM^ 



mpla^ant M par -jj — . on aura, pour diSterminer k 



7 EBKp" = 



leS' 



Es. lO. J.'aire de l'ellipse f (A, B, C) ^ a pour expression - ^ "^"^ .. ^ ■ 

iS' (— K)* 
Es. 2e. La plus grande ellipse inscjite dans te triangle de référence est repré- 
sentée par 

V/A + l/C-f-l/C=:0, 
et la plus petite ellipse inserite par 

BC + CA-|-AB = I). 
Es, ««. Les équations 

représentent un système de eoniqnes homofocules. Ct^la étmit, déinuittrer que : 

1" Il y H toujours une ellipse et une hyperbole hoiuofocHles qui pa^JUt par un point; 

2° Il n'y a qu'une seule conique homofocoJe qui touehe une droite donnée; 

3° Les coniques homofocalrs se coupent à ongle droit; 

i" L'enveloppe di.'S polaires d'un puinl fixe par rapport aux diverses eourbcs liomo- 
foculcs est une parabole. 

Ex. sa. Étant donnés un point 0, une droite D et une conique S, on mène, par le 
point O, une sécante qui rencontre D en x, el la eourlie S en a et a'; soit^ le conjugué 
de i- pur rapport fi a el a'; le lien du point î, quand la sécante tourne autour du 
point 0, sera une conique qui passera par ce point, par le pôle de la droite D, par les 
points d'intersection de D aveu S, et par les points de contact des tangentes à la 
conique issues du poinl 0. 

Ex. a». Étant donnés un point O, une droile D et une conique S, par chaque 
point» de D, on lire la droile o-O ain.ii que sa conjuguée jtu dans laconique; la 
droite --na enveloppera une conique langenle à D et à la polaire du point 0, ans dcin 
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taogeiilcs meJifies du point à S, et aux tangentes à S menées aux points d'into'sec- 
tion de D avec cette conique (CflastEs.) 

Ë\. »t. Étant données une conique S et deut droites fixes, on prend, sur ces 
droites, les points x et œ' conjugués par rapport à S ; la droite aw' euïeloppera une 
conique tangente aux deux droites et aux tangentes à S menées par les points d'inter- 
section des droites avec S. (CmiSLES.t 

Ex. «S. Lorsque deux droites conjuguées à une conique S tournent autour de deui 
poinls fixes, leur point d'iiilerseclion décrit une conique qui passe par les points fixes, 
et les points de contact des tangentes menées à S par les pnints fixes. 

Es. 96. Si loLis les côlcs d'un polygone sont assujettis h pivolep sur autant de points 
fixes, tandis que ses sommets, nu seul excepté parcourent respectivement des droites 
données, le sommet libre décrira une section conique passant par les deux points fixes 
qui appartiennent à ses câtés. (Mic-LiURin.) 

Es. S», Si tous les sommets d'un polygone sont assujettis à se mouvoir sur autant 
de droites fixes, tandis que ses efités, un seul exceplé, pivotent sur des points fixes, le 
c6té libre et les diverses diagonales envelopperont des sections coniques distinctes, 
tangentes aux deux droites fixes qui dirigent le mouvement de ce côté ou de ces 
diagonales respectives. 

Ex. as. Un plygone étant inscrit à une conique do manière à ce que tous ces 
cSlés, un seul excepté, pivotent sur autant de poinls fiscs, le cûté libre et les diagonales 
envelopperont des sections coniques ayant un douliie contact avec la proposée. 

un seul excepté, assujettis à parcourir des droites données, le sommet libre et les 
différents points de rencontre des côtés décriront des sections coniques ayant un 
double contact avec la proposée. 

§ 3. LIEl'X GÉOJlÉTntQUES. 

950. La plupart des questions qui suivent se déduisent des sections 
coniques. En les résolvant, on arrivera, tanlôl à une équation du second 
degré, taulôt à une équalion d'un degré plus élevé. 11 faudra étudier avec 
soin la ligne qu'elle représente et indiquer les rapports qui existent entre 
cette ligne et telles qui font partie des données de la question. On doit 
se servir des coordonnées cartésiennes ou tangentielles suivant h nature 
du problème. 

Ex. t. Par le centre d'une conique, on miioe des rayons OM à tous les poinls de 
la courbe et des perpendiculaires OP à chacun d'eux; trouver le lieu des points P tels 
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V.X. ». On fait tniimpr autour d'un point five O, pris dans \ 
droit ; soienl A et B les points de rencontre des cfltés de l'angle aï 
le lieu du pied de la perp<:ndiculaiFe abaissée du point sur AB. 

Ex. a. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissé 
grand axe d'une ellipse sur deux cordes supplémentaires. 

Eï. 4. On fait tourner un angle autour du sommet A d'ut 
par B et C les poinls de rencontre des côtés avec la courbe; 
point d'intersection do la droite qui joint le centre au point B 



cercle donné, un angle 
aïee la courbe; trouver 



s extrémités du 



até AC de 



f le gra 



de Tel I ipso, on mène un 
qui rencontre le diamètre 
: MQ ; trouver le lieu du 



mène, par le centre 0, le 
I P ; on prolonge OP d'une 
lieu du point Ji] quand la 



sous un angle constant ; clicrcher 
igentcs menées aux extrémités de 



le corde de longueur 






r ses normales 
î parabole su 



Ex. fi. Etant donné un point 
diamètre quelconque DD', et, par le point V, une séc 
en M et la courbe en Q de telle sorte que l'on ait I 
point M. 

Ex. 6. Etant données une ellipse et une droite D, 
diamètre OE conjugué de la droite et qui la rencontr 
longueur PM telle que PO - 0M = Ô1'; on demande 
droite D se meut en restant tangente à une courbe doni 
est une conique (Concours général, 18i8), 

Ex. ». Une corde est vue du foyer d'une conique so 
le lieu géométrique des points d'i 
la corde (Ecole polytechnique, ISU). 

Ex. S. Quel est le lieu décrit par 
les extrémités glissent sur l'ellipse ? 

Ex. V. Quel est le lieu des projections du foyer d'une parabole 

Ex, «O, Quel est le lieu des projections du sommet d'i 
noi'malos ? 

Ex. 11. On mène une corde MM' perpendiculaire au grand 
ainsi que les droites AK' et MA' qui so coupent en Pf; ou projette N sur I 
en P. Démontrer que MP sera la tangente on M, et chercher le lieu du pc 
le point M décrit l'ellipse. 

Ex. is. Par un point fixe P, on tire une sécante quelconque qui 
courbe en M et M'; BE' élant te diamètre parallèle à la sécante, on prend sur ccne*ci 
unpointN lelquePNXBIM'=:ËF°i or, demande le lieu du point N (Écolo poly- 
leebnique. iSifij. 

Ex. IS. Sur une langeule fixe à une ci 
tels que la distance PQ reste constanle ; 
à la conique issues des points P et Q, 

Ex. 14. Quel est le lieu du point de 
corde passant par le foyer d'une conique? 

Ex. IS. Etant donnes uu point fixe P et deux droites D et D', on mène un( 
quelconque par ce point; soient d et d' les poinls d'inlcrseclion de la sécante avec 
droites; trouver le lieu du point M de la sécante tels que PM = dd'. 

Kl. ta. Etant données deux circonférences, on mène une tangente quoleonqi 



e A A' d'i 



5rai,d ax. 
, N quan. 



on prend doux poinls variables P et Q 
le lieu des intei'Seelions des Ungentes 



des normales aux extrémités d'une 
sécante 
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la iircmiépc qui relieontre la seconde en A et B i trouver le lieu du point d'iiitersoclion 
des langeiiles mpnées en A en B h la sceonde circonférence. 

Ux. <•. Elanl donnes un angle de sommet et deux points C et D en ligne 
droite avec le point O, on mène, par un point fiie P, une sécante quelconque qui 
rencontre les cfltés (le l'augle en K et K' ; trouver le lien du point d'intersection des 
droites DK, CK'. 

Ex. t». On divise les petits côtés d'un triangle ABC. rectangle en B, par les points 
C et B' de manière i ce que l'on ait : AC X BB' = CB' X BC ; clicrelier le lien du 
point d'intersection des droites CC, AB'. 

Ex. 10. Trouver l'enveioppo des droites inscrites dans un angle droit et qui ont 
leurs milieux sur une droite fixe. 

Ex. te. Trourer le lieu des projecfions du centre d'une conique sur la droite qui 
réunit les extrémités de deux diamètres conjugués. 

Ex. tt. Par un point fixe P, on mène une sécante quelconque qui rencontre une 
conique en A et B ; quel est le lieu des points M tels que PM' = PA X PB. 

Es. *3. On mène, par les sommets A et A' d'une conique, des cordes supplémen- 
taires ; chercher le lieu de l'intersection des perpendiculaires élevées en A el A' sur ces 

£i. S3. On mène, en un point quelconque A d'un cercle donne, une tangente que 
l'on termine en T a un diamètre Sxe ; on élève ensuite, au point 1', une perpendicu- 
laire au diamètre, et on prend TJI = TA ; quel sera le lieu du point M ? 

El. 34. On mène des cercles tangents en è une droite donnée; par deux points 
fixes de la même droite, on mène des tangentes; Ironver le lieu des points d'intersection 
des tangentes. 

Ex. SS. On donne une ellipse dont AB est le grand axe et F un foyer. Par le 
sommet A, !c plus voisin de ce fojier, on mène une droite qui rencontre la courbe en C, 

AD 
et on la prolonge d'une quantité CD telle que le rapport — soit constant ; puis on tire 

les droites BC et FD qui se rencontrent en M ; trouver le lieu du point M, qnand la 
sécante tourne autour du point A (Ecole normale, 1842). 

El. se. On prend deux points fixes P et Q sur la base d'un triangle ARC ; on mène, 
par ces points, deux droites rencontrant CA cl CC endenï points a et i tels que 
Ca Ci_ 

^ M "*" ' BÉ ~ ■ 
p et 9 étant des constantes; trouver le lieu des intersections de Po et Qb (Ecole poly- 
technique, 1 842). 

Ex. »»- AT et AS sont deux droites qui loui'hent une section conique quelconque 
POQ aux points B et C ; on mène une troisième tangente quelconque DE el, par les 
points D et E où elle rencontre les deux premières, on tire des parallèles aux mêmes 
tangentes. On propose : 1° De déterminer le lieu géométrique des points d'ir 
M do ces parallèles ; 2° De reconnaître que l'angle EPD, sous lequel on voit 
foyers F la tangente mobile ED, conserve une valeur constante ; 3° On c: 
cas où la section conique est une parabole, «t on fera voir que, dans ce cas, les segments 
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interceptés sur les portions AB, AC des tangentes fixes par h tungi^iite mobile sont 
reciproquonianl proportionnels (Eïolo normale, 18ii). 

£î. 2s. Etant donnée une ellipse et un point A sur l'ellipse, on dét rit un cercle 
tangent à la courbe en ce point ; on demande le lieu des tangentes communes qui ne 
passent pas par le point A, lorsqu'on fait varier le rayon du cercle [Concours général, 
ISii). 

Es. S». XOV est un angle droit, A un point de OX, B un point de OY ; on mène 
les droites A.ll, flll telles que l'angle MBY = 2HAX. On demande le lieu du point M 
(Ecole polytechnique, ISiS). 

Ex. 39. YOX est un angle quelconque, A un point fiïc; de ee point, ou mène une 
sécante quelconque qui coupe les cotés de l'angle en B et C ; on p['(!nd, sur chaque 

sécante, un point M tel que r^=^~ ' on demande le lieu des points M (Ecole polytech- 
nique, iSi'J). 

Ex. 31, D'un point B, pris sur le cSlé OS d'un angle YOX donné et quelconque, 
on mène une tangente aux cercles inscrits dans cet angle ; on demande le lieu des points 
de contact de ces tangentes (Ecole polytechnique, ISfS). 

Ex. sa. Trouver le lion des milieux des cordes égales d'une ellipse donnée (École 
polytechnique, 1848). 

Ex. sa. Lieu des points tels que leurs polaires relatives à trois cercles cnnconrent 
on un même point (Ecole polytechnique, I846|, 

Ex. S4. Lieu des points de division en moyenne et extrême ralsen des cordes d'une 
ellipse issues d'un même point (Ecole polytechnique, 18i6). 

Ex. SS. Une ellipse et une hyperbole ont un axe commun ; on mène une suite de 
sécantes parallèles ; trouver le lien des milieux des segments compris entre l'ellips'i l't 
l'hyperbole (Eeolo polytechnique, 18i6), 

En. se. Du sommet A de l'angle droit BAC, on mène une droite quelconque ; des 
points B et C, on abaisse sur cette droite les perpendiculaires DP, CQ ; trouver le lieu 
des points M de ces droites pour lesquels Âîiî' = AP X AQ (Ecole polytechnique, 1847). 

Ex. S9. On donne une droite, un point sur cette droite, et deux points A et B 
hors cette droite ; on mène une suite de couples de sécantes kM, BM, qui la coupent en 
des points C et D tels que le produit OCXOD est constant; trouver le lieu des points M 
(Ecole polytechnique, 1848). 

Ex, S8. Lieu des projections du sommet d'une ellipse sur ses tangentes (Ecole 
polytechnique, 18i8). 

Ex. SO. Soient, dans un plan, une ellipse et une droite située hors de celte elhpse. 
On prend sur la droite deux pointsNet H' conjugués par rapport ii l'ellipse; cela posé : 
1' Prouver qu'il existe, dans le plan de l'ellipse, deux points et 0' desquels on voit 
chaque segment ^^' sous un angle droit ; 2° On demande le lieu des points et 0', 
quand la droite se meut parallèlement à elle-même (Ecole polytechnique, iSi9j. 

Ex. le. Une ellipse tourne autour de son centre; trouver le lieu des intersections de 
son nie focal avec une tangente à cette ellipse qui reste constamment parallèle h une 
droite donnée (Ecole polytechnique, 1849). 

Ex. 11. Soit un angle ABC; Ael C deux points pris sur ses cotés; par son sommet 6, 
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on mène une droite quelconque B^; des points A et G, on abaisse, sur cette droite, les 
perpendiculaires AD, CE. Trouver le lieu du point milieu du segment DE de la droite 
Bt/i compris entre les pieds des perpendiculaires (Ecole polytechnique, 18^9). 

Kx. 4*. Etant donnée une droite L, on mène de chacun de ses points M deux droites 
à deux points fixes P et P'. Deujc autres points fixes et 0' sont les sommets de dcui 
angles AOB A'O'B', de grandeurs données et constantes, que l'on (ait tourner autour 
de leurs sommets respectifs, de manière que leurs cflfés OA, O'A' soient respectivement 
perpendiculaires aux deu^ droites MP, M'?'. On demande quelle est la courbe.décrile 
par le point d'int°rsectinn N des deux droites OA, O'A', et la courbe qui est décrite 
par le point d'intersection des deux autres cStés 06, O'B', quand le point M glisse sur 
la droite L (Coneonrs général, 1851). 

Ex. 4B. On donne une conique et deux axes fixes qni passent par un foyer et qui 
font entre eu\ un angle de grandeur déterminée; on fait rouler sur la courbe une 
tangente, et, par les points ou elle rencontre dans chacune de ses positions les axes 
fixes, on mène deux autres tangentes à la courbe; ces deux dernières tangentes se 
coupent en un point dont on demande le lieu géométrique (Eeole normale, 18S2). 

Ex. 44. Trouver l'aire dusegmeut compris entre un arc de parabole et sa corde; 
chercher le lieu géométrique des milieux des cordes qui dëterminenl dans la parabole 
des segments équivalents (Ecole normale, ■1856). 

Ex. 45. Etant donnée une parabole CAB, la sécante MAB se meut sous la condition 
que les normales aux points A et B se coupent en un point C de celte courbe. Par le 
point C, on mène la tangente CM qui coupe la sécante en M. Cela posé, on demande de 
trouver l'équation de la courbe décrite par le point M, quand !a sécante prend toutes 
les positions compatibles avec la condition à laquelle ello est assujettie (Ecole poly' 
technique, ISfiO). 

Ex, 48. On donne une conique et un point P dans son plan ; par ce point, on mène 
une sécante PAB; puis, par tes points A et B où elle rencontre laconique, des tangentes 
qui se coupent en M; on abaisse MK perpcudicnlairesur PAB; ti-ouver : l^Le lieu des 
points K; il est le même pour toutes les coniques homofocalesj 2> L'enveloppe de la 
droite MK {lieole normale. 1861). 

Ex. 49. Deux paraboles de même paramètre ont leurs axes à angle droit; l'une 
d'elles est fixe et l'autre mobile. Uno corde commune AB passe constamment par le 
pied D de la directrice de la parabole fixe; ou demande le lieu décrit par le sommet de 
la parabole mobile (Concours général, 1862). 

Ex. 4S. Par les extrémités A et B d'une corde AB d'une longueur constante et 
inscrite dans un cercle donné 0, on mène des droites AIU, BM respectivement |>aral- 
lèles à deux droites lïxes; trouver le lieu du point M (École normale, lSt>2), 

Ex. 4». On donne, sur un plan, deux circonférences et 0' ; d'un point A de 0, 
on mène des tangentes à 0'; on joint les points de contact de ces tangentes; celte droite 
coupe la tangente en A à ta circonférence en un point M ; on demande le lieu du 
point M, lorsque A parcourt la circonférence (Ecole polytechnique, 1863). 

Ex. S9. On donne une courbe du second ordre S, et une cii'confércnce décrite de 
l'un de ses foyers F comme centre ; en chaque point M de la conique S, un trace la 
normale à cette courbe ; on mène ensuite les tangentes au cercle (F) par les points où 
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cette normalp Ip rencontre; od demande le lien du point d'intersection de ces taiigcnlcs, 
lorsque le point M décrit la conique S (Ecole polytechnique, 1865). 

E\. Sfl. On donne deux Poniques ayant un même foyer et leurs axes proportionnels ; 
soient FA, FA' leurs rayons vecteurs minimums; on fait tourner ces rayons vecteurs 
autour de F, en conservant leur distance angulaire ; soient VC, FC une position; en 
C et C on mène les tangentes à eliaoune des coniques; trouver le lieu de leur point 
de rencontre (Concours général, iSU). 

Ex. a». Soient deux paraboles P,, Pi ayani toutes deus pour foyer le point fiseO, 
et pour axes les droite!. OX, OY perpendiculaires l'une sur l'autre; menons i ces 
courbes une tangente commune qui touche P, en Mi, et Pi en Mj ; prenons le milieu M 
de la portion if[ SI3. On demande le lieu du point i\, lorsque les paramètres des para- 
boles varient de manière que la tangente commune Bli Mb passe toujours par un point 
llxcA(Ecole polytechnique, 1868). 

Ex. ss. Etant donné un rectangle et un point P dans le plan de ce rectangle, par te 
point P, on mène une droite qaelcenque PQ et l'on imagine les deux coniques qui 
passent par les sommets du rectangle et qui sont tangentes à la droite PQ. Soient E, E' 
les deux points de contact, et M le point milieu de EE'. Chercher l'équation du lieu 
décrit par le point 11, quand on fait tourner la droite PQ autour du point P (Ecole 
normale, 1869). 

Ex, $«. On donne un triangle rectangle isocèle AOB et on demande : 1° L'équation 
générale des paraboles P tangentes aux trois côtés du triangle; 3° L'équation de l'axe 
de l'une quelconque de ces paraboles; 3° L'équation et la forme du lieu des projections 
du point O, sommet de l'angle^droit, sur les axes des paraboles P (Ecole polytech- 
nique, 18fi9), 

Ex. as. Etant donnés une ellipse A et un point P, on mène, par ce point, des 
normales à l'ellipse A et l'on considère la conique B qui passe par le point P et le 
pied des quatre noi'males : i" Trouver les coordonnées du centre de cette conique B et 
celles de ses foyers; 2° Trouver le lieu C du centre et le lieu D des foyers de la coniqua B, 
lorsque l'ellipse A varie de manière à ce que ses foyers restent fixes; 3° Trouver 
le lieu des points d'intersection du lieu D et de la droite OP, lorsque le point P 
décrit un cercle de rayon donné et ayant pour centre le centre de l'eKipse A (Ecole 
normale, tS73), 

Ex. SO. Etant donnés un triangle et un point M, ou sait que l'on peut généralement 
taire, passer par ce point deux paraboles circonscrites au tfiangle. On demande de 
construire et de discuter le lieu des points H pour lesquels les axes des deux paraboles 
correspondantes font un augle donné (Ecole polytechnique, 187i), 

Ex. S9. Trouver le lieu des pieds des normales menées d'un point donné P à une 
série d'ellipses qui ont un sommet commun B, la même tangente en ce point, et telles 
que, pour chacune d'elles, le rapport de l'axe parallèle à la tangente commune au 
second axe soit égal ^ une constante donnée k (Ecole normale, 1875). 

Ex. S9. Trouver le lieu géométrique de l'intersection des deux normales, menées ù 
la parabole aux deux extrémités de toutes les cordes dont les projections orthogo- 
nales sur une perpendiculaire a l'axe ont même valeur. Que dire du cas où l'on fait 
tendre vers cette valeur de la projection. Revenant au cas général, on se propose 
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ie mener, par un point qu^^lconqu(! du Hi'u, trois normales h la parabole (Tcolo po'j- 
tochnJque, 187K) 

El, S». On donno doux axes rectangulaires O* et Oy avec une parallèle Az à l'ase 
des !/ qui inlereepte sur Ox un soj^ent OA = a. M étant un point quelconque du plan, 
on le projette en D sur Ai, et l'on mène OM qui coupe Aï en B; enfin on tire, par le 
point B, une parallèle h Ox qui coupe OD en M'. Trouver le lieu décrit par le point M', 
quand le point M décrit un cercle donne ayant son centre sur l'axe des x. 

Ex. SO Trouver le lieu des sommets des angles droits dont les côtés sontnormaun 
à l'ellipse, Essminer le cns do la parabole el de l'hyperbole. 

Ex. «I. Elanl donnée une ellipse fixe et un cercle dont le centre est fixe et le rayon 
variable, trouver le lieu du point milieu de la corde commune. 

Ex, o». Par un point M d'une ellipse, on mène les rayons vecloui'S MF, MF' ainsi 
que la normale MP ; trouver le lieu des points P tels que MF* =: MF X MF'. 

El. «s. Une droite de longueur constante s'appuie sur un cercle et une droite fixes; 
chercher le lieu du milieu de cette droite. 

Ex. 04. DélermiJier le lieu des points pour lesquels la somme des carrés des normales 
menées à une conique lise soit égale à une constante donnée. 

Ex OS. On donne une ellipse et une droite fixes ; quel sera le lieu des points tels que 
les tangentes menées à l'ellipse de chacun d'eu* interceptent sur la droite fixe une 
longueur constante ? 

Es. OO. Trouver le lieu des centres de gravite des triangles équilaléraux formes par 
trois normales h la parabole. 

Ex. •». Etant donnés un cercle et une droite fixe, on décrit un second cercle ayant 
son centre en un point quelconque de la droite, et coupant orthogonalement le cercle 
donné j déterminer le lieu des points qui ont même polaire par rapport aux deux 
cercles. 

Ex. S8. Un triangle a ponrsommets les deux foyers d'une ellipse et un point quelcon- 
que delà comlie; trouver les lieux géométriques du centre de gravité du triangle, du 
centre du cercle circonscrit, du point de concours des hauteurs, ainsi que l'enveloppe 
de la droite qui renferme ces trois points. 

Kx. OO. Sur les tangentes à une ellipse, on porte, à partir de leur point de contact, 
une longueur égale à celle du diamètre parallèle ; quel sera le lien des extrémités de ces 
droites ? 

El. »•. Une ellipse donnée se meut à l'intérieur d'une parabole fixa de manière à 
toucher cette parabole en deux points. Trouver le lieu décrit par le centre de l'ellipse et 
l'enveloppe de la droite qui passe parles points de contact. 

Ex. 9t. Trouver le lieu des pierfs di'S normales menées d'un point fixe : 1° A foul^-s 
les paraboles qui passent par trois points donnés; 2° A toutes les coniques qui passent 
par quatre points donnés. 

Ex, ««. Lorsque les médianes d'un triangle inscrit dans une efiipse se coupent au 
centre de la courbe, le lieu du point de concours des hauteurs est une ellipse tangente à 
la développée. 

Ex. «a. On donne une ellipse ; trouver : I " l^e lieu des milieux des cordes normales ; 
2» Le lieu des pâles de ces normales. 
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Ex. 94. Ëtanl danaé^s dans un plan deux paraboles, on les fait tourner autour de 
leurs sommfits supposes fixes de manière que, dans cliacuiie do tours positions, leurs 
quatre points d'intersection soient sur une circonférence ; ti'ouver le lieu du centre (le 

Ex. 95. Uii angle a son sommet en un point A d'une conique et ses cAtés AB et AC 
sont également inclinés sur la tangente en A ; \» droite BC, qui joint les points d'inter- 
section des câtés avec la conique, coupe la tangente en A au point H indépendant de la 
valeur de l'angle; trouver le lieu du point M, quand le point A décrit la conique. 

Ex. 9a, Une ellipse de grandeur constante est mobile autour de son centre C, tandis 
qu'une droite passant par un point fixe demeure constamment parallèle au grand axe ; 
trouver le lieu des points d'inlersecliou de h droite et de l'ellipse. 

Lorsqu'une équation définit une conique à centre assujettie à quatre 
conditions géométriques simples, ou une parabole assujettie à (rois 
conditions, elle doit encore renfermer un paramètre arbitraire; en 
faisant varier ce dernier, on obtient un système de courbes du 
second ordre qui satisfont aux conditions données. On peut se proposer, 
dans ce cas, de déterminer le lieu géométrique des centres, des foyers, 
des sommets de toutes les coniques de la série, ainsi que des points de 
contact des tangentes menées par un point (me, etc. On conçoit, sans 
peine, que de là dérivent un grand nombre de lieux géométriques à 
déterminer, parmi lesquels nous indiquerons ceux qui suivent. 

Ex. 99. Lieu des sommets des hyperboles qui ont une asymptote et un Toyer communs 
(Ecole polytechnique, 1849.) 

£x. 9s. Lieu des Toyers des paraboles qui ont le même sommet A et lu même tangente 
MT. 

Ex. 9I>. Lieu des centres des hyperboles cquilatères ayant un point commun P, une 
tangente commune avec le point de contact donné sur la tangente; discuter le lieu 
suivant la position du point P. (Ecole normale, 186S). 

Ex, SO. Lieu des Toyers des coniques qui ont une directrice et un point communs. 

Ex. 81. Lieu des pôles d'une droite fixe par rapport aux cercles tangents à une droite 
et dont les centres sont sur une autre droite donnée. 

Ex. ss. Etant donnés un cercle et un point dans son intérieur, on imagine que, sur 
chacun des diamètres de ce cercle, on décrive une ellipse qui ait ce diaraèlre pour grand 
axe et qui passe parle point donné; on demande: 1° L'équation générale de ces ellipses; 
2° Le lieu géométrique de leurs foyers ; 5" Le lieu des extrémités de leurs petits axes 
(Concours général, 184S). 

Ex. sa. Lieu des foyers des hyperboles qui ont une asymptote et un sommet communs 
(Ecolo poty technique, 184B), 
Ex. S*. A une suite d'ellipses ayant leurs foj'ers communs, on mine des tangentes 
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parcllcles à une droite donnée; trouver le lien des points de contact (Kcûlc jiolylechiiii|ue, 

Ex. S5. Lieu des foyers des paraboles égales inscrites ilrjns le nuime angle droit (Ecole 
pol3'teehni(3ue, 18i8). 

Ex, SB. Lieu des sommets des hyperboles ajont une asymptote commune et une 
directrice commune (Ecole polytechnique, 18i9). 

Ex. SV. Trouver le lieu géométrique des sommels des coniques qui passent par deux 
points donnés et dont les »xcs sont parallèles et proportionnels à ceux d'une conique 
donnée (Ecole normale, 1863). 

Ex. S9. On donna trois points A, B, C lixes; par A, on mène une droite ÂA' ; 
1» Trouver le lieu des points de contact des langenlcs parallèles à AA' touchant les 
coniques passant par B et C, et tangentes en A à !a droite AA'; ce lieu est une conique ; 
2° Trouver le lieu des foyers de ces coniques, lorsque la droite AA' tourne au lour 
du point A (Ecole normale, 186^). 

Ex. S». Démontrer que les quatre points d'inlerseetiou de deux coniques quelconques 
inscrites dans un rectangle donné sont les sommets d'un parallélogramme dont les côtés 
sont parallèles à doux directions fixes ; 3° Trouver le lieu des points de contact des 
tangentes menées d'un point du plan à toutes les coniques inscrites dans un rectangle 
donné, ou bien des tangentes parallèles à une direction donnée ; 3' Trouver le lieu des 
points de toutes ces coniques où la tangente fait un angle donné avec le diamètre qui 
aboutit au point de contact (Concours général, 1866). 

Ex. on. Etant données, deux droites rectangulaires AB et CD, on considère les 
hyperboles asymptotes à Is droite AB et tangentes à CD en un point P. Trouver : 1° Le 
lieu des foyers des hyperboles; 2" Le lieu du point d'intersection de la deuxième 
asymptote el de la perpendiculaire abaissée du point P sur la directrice ; 5° te lieu du 
point de rencontre de celte deuxième asymptote et de la droite qui joint le foyer au point 
d'intersection des deux droites données (Ecole normale, 1867). 

£i. 9fl. Etant donnés un triangle BOA rectangle en et une droite D, on propose : 
i' De former l'équation générale des hyperboles équilatères circonscrites au triangle 
BOA ; 2° De calculer l'équation du lieu L des points où ces différentes hyperboles ont 
pour tangentes des parallèles à D ; 3° D'examiner les ditïérentes formes du lieu L 
correspondantes aux différentes directions de la droite D (Ecole polytechnique, f 867). 

Ex. oa. On donne un cercle et un point A, et l'on demande le lieu des centres des 
hyperboles cquilatcres assujetties à passer par le point donné A et à toucher en deux 
points le cercle donné. Un discutera la eourbe obtenue pour les différentes positions du 
point A, et l'on démontrera qne, dans le cas général, les points de contact des tangentes 
qu'on peut mener au lieu par le point A sont situés sur une circonférence de cercle 
{Ecole polytechnique, 1873). 

Ex. OS, Par les trois sommets d'un triangle rectangle, on fait passer des paraboles ; 
on mène, à ces paraboles, des tangentes parallèles à l'hypolhénuse du triangle donné ; 
1" On demande le lieu des points de contact; 2° Le lieu cherché est une conique qui 
coupe chacune des paraboles en quatre points; on demande le lieu décrit par le centre de 
gravité du triangle formé par les sécantes communes qui ne passent pas par l'origine 
(Ecole normale, 1874). 
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Ex. «4. Trouver le lieu du eeiiire d'une ellipse d'une grandeur 
périinètre pasie par un point lïxe, el doriL l'axe: focal passe par au autre point Que. 

Ex. «S. Lieu des points de contact des tangentes menées d'un point P aux coniques 
passant par quatre points. 

Es. »«. Trouver ie iieu du centre d'une ellipse d'aire constante 
triangle. 

Ex. 0«. Ti-ouver : 1° L'équation du lieu d. 
triangle rectangle ; 2° l'équation du lieu des pieds des normales is 
l'angle droit ; 3" L'équation du lieu des seconds pointa d« rencontre di 
les paraboles. 

Ex. 9S. Lieu des pieds des normales menées d'un point fixe à une série d'ellipses 
homothé tiques et concentriques. 

Ex. O». On donne un triangle ABC el une ellipse qui a pour foyers les points fi et C; 
trouver le lieu des seconds foyers des ellipses inscrites au triangle ABC et dont un foyer 
est sur l'ellipse donnée. 

Ex. lOo. Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées d'un point fixe 
aux hyperboles équilaières tangentes aux (rois cotée d'un triangle donné. 



s des paraboles Inscrites a 



:s normales ai 
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CHAPITRE XI. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONIQUES. 
Méthode de U notation abrégée. 



SouHiiRB. — Des sécanlei commune» aux seelions coniqaea. Signification dci égualions 
S — AS'=0, S — MA' = 0, S — SAs=0. Théorèmes divers gui décotiknt de ee> 
équalione. — Des points de concours des langenles communes ou points ombllieaux. 
Propriétés de ces points qui réaitltenl des équations S — AS' ^ 0, S — AAA' =: 0, 
S — liA' = 0, lorsque S. A et A' sont des fondions des coordonnées net u. 

Ï51. Après a^ou démontié les piopriétés principales de chaque courbe 
du second ordre au mo^en de "lOn i juation pour une origine et un sys- 
tème d'axes paifitulieis, nous, liions lepiendre l'équation générale du 
second degré qui lenferme ce« trois lignes et en déduire des propriétés 
communes aux sections coniques Nous ferons connaître successivement 
les méthodes analytiques les plus importantes qui ont été employées avec 
succès dans l'élude de ces couibes, en insistant spécialement sur le but et 
Tulilité de chacune délies, siln'!^oulol^ iceumulerà plaisir les théorèmes 
nombreux qui peuvent s en déduire. 

Nous exposerons, dans ce chapitre, la méthode des notations abrégées. 
Elle consiste à représenter par une seule lettre le premier membre de 
l'équation du premier et du second degré, de sorte que les sections coni- 
ques et les droites qui entrent dans nne figure ont des équations de la 
forme 

S = 0, S' = 0, A = 0, B==0, 
S — /;S'=0, S~/£AB = 0...., 
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dans lesquelles 

S = Ay^ -t- 2Bxy + Cx^ -+■ 2Di/ -h 2Ej; + F; 
S' = Ay -t- SB'a-y 4- C'a;^ + 2D'y + 2E'ic -i- F', 
A = a,a:-+-&j)/-4-Ci, B=o.s*-t-6ay-t- Cj, 
et A est un paramèCre arbitraire. Nous allons employer ces équations 
abrégées pour démontrer les propriétés des sdeantes et des tangentes 
communes de deux sections coniques, etcn déduire avec facilite plusieurs 
ihéorcmes remarquables. 

§ 1. SÉCA^iTES COSIJIUNES DES SECTIONS CONIQUES. 

959. Considérons le système de deux sections coniques représenlées 
par les équations 

(1) Sc=0, S'=0. 

D'après un iliéoréme d'algèbre, l'élimination d'une variable, de y par 
exemple, entre ces deux équations du second degré en x et «/, conduit, en 
général, h une équation du quatrième degré en x qui donne pour cette 
inconnue quatre racines réelles ou imaginaires : ce sont les abcisses des 
points d'intersection des deux courbes. En admettant que ces points 
communs peuvent être réels ou imaginaires, se trouver à l'infini ou coïn- 
cidei', on peut dire que deux sections coniques situées d'une manière 
quelconque dans un plan se coupent en quatre points. 

On en eonelut, en joignant ces points par des droites, que deux coni- 
ques ont en général six cordes communes. 

Pour obtenir les équations des sécantes communes, remarquons que 
toute conique qui passe par les points d'intersection de S et de S' est 
renfermée dans l'équation 

(2) S— /;S' = 0, 

fe étant un paramètre arbitraire; car celle-ci est du second degré en xety 
et représente une courbe du second ordre; de plus, elle est satisfaite par 
les coordonnées des points communs à S et S', et, par suite, toute conique 
donnée par (2) passe par les points d'intersection des deux premières. 
Mais si on substitue à A, B, C..., dans la relation (N" 49) 
ACF H- 2GUE — AE'— CD'^ — FE==0 
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qui exprime que lii eoiiiqiic S = se rédiùl à deux droites, les coeffi- 
cients A — kA', ]i — k5', C — kC... de l'équaiion (2), on obtiendra 
évidemment une équation du troisième degré en k qui donnera trois 
rnciiics réelles ou imaginaires ^j, ks, ks. Il en résulte qne les équations 
correspondantes 

S — kiS' = 0, S — ftsS' = S — k-Ji' = 
représentent chacune dens droites qui passent par les points d'intersec- 
lion de S et de S', e'est-à-dire, deux sécantes communes de ecs coniques. 
L'éqnalion en k étant du iroisième degré, il n'y a que deux hypothèses 
possihics sur les racines : elles sont toutes trois réelles, ou bien une seule 
est réelle et les detis autres imaginaires. Il en résulte que deux sections 
coniques auront, en géuéral, tin ok trois sysiènies de cordes convmvnes 
réelles; cependant il importe de remarquer, qu'avec des valeurs réelles 
de k, les équations des sécinles commune'* peuvent représenter des 
droites imaginaires a moins que h coninic S — /fS' = ne soit une 
hyperbole. Mais on véiificia facilement ) r 1 1 comLinaison des points 
d'intersection des deux couihc qu iM a loi jours un syslèmc réel de 

Î53. Siipiinsiins ni;ii)il(^nanr, que les sections coniques S et S' se cou- 
^■■■■■■■■■■■^^^■^■1 peut en quatre points réels, 



1 


A = 0, B = 0, C = 0, 


1 


A' = 0, B' = 0, C' = 0, 


1 


les équations de? cordes commu- 


1 


nes réelles. On donne le nom de 


sécantes communes conjuguées 




mcontrent en un point non silué 



aux cordes telles que A et A' qui 

sur les courbes. Cela étant, les équations 

(5) S — /fAA' = 0, S — ^BB' = 0, S — /cCC' = 0, 
représcnient une iuGnilé de coniques qui passent par les mêmes points 
d'inicrsection que les coniqnes données S et S'. 

En effet, l'une d'elles, par exemple S — /(AA' = 0, est satisfaite en 
posant A = et S =0, A' = et S =0; donc une conique quelconque 
lie cette éqiiadon p'«sc par les points d'intersection des droites A et A' 
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avec S, c'est-à-dire par les points d'inlerseetion do S et de S'. Les deux 
autres ont cvîdemment la même signification. 

Supposons que les cordes A cl A' coïncident; alors les points d'inler- 
seetion se confondent deux à deus cl IVquation S — AAA' ^= devient 

(4) S — /cA^ = 0, 

qui représentera une conique quelconque doublement tanfçente à la 
conique S, A = ôtiuiî la droite des contacls. Dans le cas particulier où 
la courbe S se réduit à l'ensemble de deux droites P - Q =:= 0, l'équation 

PQ _ M' = 
représenterait une conique tiingenle aux droifes P et Q aux points où elles 
sont rencontrées par la droite A. 

29*. Deux coniques homoikéiiqiies ont une corde commune à l'infini. 
Soit S = 0, une conique donnée ; l'équation 

(5) S — M = 0, 

représente i on qu q conque homotliélique à la proposée; car les 
coefficients d me du cond degré sont les mêmes que dans l'équa- 
tion S = 0, pa e ouïe conique donnée par (S) est semblable à S 
et sembinblemc p ée (Es. S, p. 510). Or, cette équation peut se 

S — (0.x-t-0-?/ + fc)A = O; 
c'est un cas particulier de l'équation S — fcAA'= 0, et la conique qu'elle 
représente doit passer par les points où les droites Ù-x-^(i-Tj-t-k:^(i, 
etA^O rencontrent la courbe S; comme la première est une droite 
située à l'inlini, il en l'ésulte que deux coniques homotliétiqiies quelcon- 
ques ont deux points communs à l'infini. 

Corollaire 1. Deux coniques homothètiques el concentriques ont un 
double contact sur la droite située à l'infini. En effet, considérons 
l'équation 

(6) S — /f = 0; 

les l-ermes du second et du premier degré sont les mêmes que dans 
l'équation S = 0; donc, quel que soit le paramètre k, toute conique de 
l'équation (6) est homothétiquc et concentrique avec la proposée S, Mais, 
si on écrit 

S-~/t(0 - X -t- .1/ -I- ■1)^=0, 
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i! est visible que cette équation est «n cas particulier de S — iA' =: 0, et 
qu'elle représente des coniques doublement tangentes à S suivant la 
droite située à l'infini. 

Corollaire 2. Tous les cercles étant des courbes semblables, on doit 
regarder deux cercles quelconques comme ayant une sécante commune à 
l'infini; s'ils sont concentriques, ils ont un double eontact sur la droite 
à l'infini. 

855. L'équation S — AAA':=0 conduit à quelques théorèmes remar- 
quables. Supposons que la conique donnée S soit le cercle de l'équation 
^x — a)^-i- {y — by — ï-* = 0; S représenle le carré de la tangente menée 
d'un point {x, y) au cercle S = 0; d'un autre côté A et A' sont propor- 
tionnels ans perpendiculaires abaissées d'un point (a;, y) du plan sur les 
droites A = 0, A' = 0. On a donc ce théorème : 

Le carré de ta tangente menée d'un point d'une conique d un cercle 
quelconf/ue est au produit des distances de ce point à deux sécantes com- 
munes dans un rapport constant. 

Réciproquement, le lieu d'un point, tel que le carré de la tangente issue 
de ce point à un cercle fixe est dans un rapport constant avec le produit 
de ses distances à deux droites fixes, est une section conique qui passe par 
les points d'intersection des droites avec le cercle ; car S =' et A = 0, 
A' = étant les équations du cercle el des droites fixes, le lien a une 
équation de la forme S — MA' = 0, 

Ce théorème est indépendant de la grandeur du cercle et de la nature 
de ses points d'intersection avec les droites; dans le cas particulier où le 
cercle se réduit à un point, on peut l'énoncer ainsi : Le lieu £un point 
tel que le carré de sa distance à un point fixe est dans un rapport constant 
avec le produit de ses distances à deux droites fixes est une section conique. 

356. Dans l'hypothèse où la conique donnée S est un cercle, l'équa- 
tion S — /cA' = représente une conique doublement tangente au cercle 
suivant la droite A. On en déduit ce théorème : Lorsqu'une conique a 
un double contact avec un cercle fixe, la tangente menée d'un point de 
la conique au cercle est dans un rapport constant avec la distance de ce 
point à la corde des contacts. 

Réciproquement, le lieu d'un point, tel que la tangente menée de ce 
point à un cercle fixe est dans tm rapport constant avec sa distance à une 
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droite fixe, est une section conique ayant un double contact avec le cercle 

suivant cette droite; car l'équation du lieu cul de la forme -7^ = ^^ ou 

S — kA? = 0. 

Le théorème est vrai, si le cercle se rcdiiit à un point; supposons que 
ee point soit le foyer d'une section conique; on arrive à cette notion 
importante, que le foyer d'une courbe du second ordre pcitl être considéré 
comme un cercle de rayon nul qui touche la courbe en deux points ima- 
ginaires situés sur la directrice. 

257. Lorsque deux sections coniques sont doublement tangentes aune 
troisième, deux sécantes communes passent par le point d'intersection des 
cordes de contact et forment avec celles-ci un faisceau harmonique. 

Deux coniques, qui ont un double contact avec la conique S = 0, sont 
définies par les équations 

(s,) S — fc,A^ = 0, (Ss) S~feB' = 0, 
A = et B =^ étant les cordes de contact. On en déduit par la sous- 
traction 



k,A^ — kS^ = 0, ou A = ±B 



VI 



Cette équation est du premier degré et représente deux cordes com- 
munes aux coniques Si et Sa; sa forme indique que ces droites passent 
par le point d'intersection des cordas de contact A et B, et qu'elles for- 
ment avec celles-ci un faisceau de quatre droites harmoniques. 

958. Quant trois sections coniques ont une mAme sécante commune, 
les droites qui passent par les points d'intersection des courbes prises 
deux à deux passent par un même point. 

Soit S = l'une des coniques; les équations des deux autres sont de 
la forme 

S — MA' = 0, S — k'AW = 0, 
et les cordes communes différentes de A des coniques prises deux à deux 
sont évidemment 

A' = 0, B' = 0, kA' — k'B' = 0. 

Ce sont trois droites qui se coupent en un même point. 
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Corollaire \. Si, par deux points communs à deux coniques, on tire 
deux droites qui rencontrent la première «hx points a, b, et la seconde 
aux points c, d, les droites ab et cd se coupent sur une corde commune 
des deux courbes; car ces deux droites furmenl: une conique qui a une 
même sécante commune avec les deux autres. 

Corollaire 2. Par Jes points a, b, fris sur une conique S {/ig. 97), on 
;no deux systèmes de droites ac et bd, af 
be; la conique S et ces systèmes de 
droites doivent être considérés comme trois 
sections coniques qui ont une même sécante 
:omme ab, et, par suite, les autres cordes 
Mmmunes cd, ef et hk se coupent en un 
même point. Or, si on considère l'hexagone 
icdbefa inscrit dans ia courbe, on voit que 
les points k, o, h, sont les points de con- 
cours des oôtés opposés ac et 6e, cd et ef, 
db et fa; on n donc ce théorème : Les points 
de rencontre des côtés opposés d'un hexagone 
inscrit dniiti une conir/ue sont en ligne droite. 




359. Si on considère totttes tes coniques qui ont deux sécantes conju- 
guées communes A et A', et si on mène une conique fixe ayant avec les 
précédentes la même corde commune A, toutes les autres cordes conjuguées 
de A dans les différentes coniques convergent vers im même point de la 
corde A'. 

Les coniques qui ont deux sécantes conjuguées communes A et A' sont 
renfermées dans l'équation 

S — MA' = 0, 

tandis que la conique fixe est représentée par 

S — A^'AB' = 0, 

oïl k' est une constante déterminée, et B' la sécante conjuguée de A pour 

la eoniqoe S. En retranchant les équations membre a membre, on trouve 

/cA' — k'n' = ; 



quelle q 
droite q 



aictjr d(i paramétre A-, rettc équation 
r le point d'intersection des lî^çncs A' 
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Lorsque toutes les coniques sont des circonférences de cercle, l'une des 
séenntes conjuguées est h l'infini; il en résulte que la conique fixe détei'- 
minera sur toutes les clrconlere ne es des cordes parallèles, 

260. Étant données trois coniques S, «,, s^, si A et A', B et I!' sont 
respectivement deux sécantes communes conjuguées de S cl s,, S et s^, 
les points dHntersecHon des coiiii/ues Si et Ss et les sommets du quadrila- 
tère AA'BB' sont huit points d'une même conique. 

En effet, les équations des trois coniques sont de la forme 

S = 0, {s,) S — k,AA.' = 0, (Si) S — k^BB' =- 0. 
En retranchant les deux dernières membre à membre, on trouve 

li,Mi' — kjm' = 0. 

Cette équation est du second degré; comme elle provient de (sj) et de 

(Si), elle représente une courbe du second ordre qui passe par les points 

d'intersection des coniques S] clSaj déplus, la forme de l'équation indique 

que celle même courbe est circonserite au quadrilatère AA'BB'. 

Corollaire, Sil'unedesconiijuess, ou s^, par exempte Si, est doublement 
tangente à S suivant la droite A, leurs points d'inlerseclion appartiennent 
à une conique tangente aux cordes B et B' aux points où ces sécantes sont 
rencontrées par lu droite A; car, dans celte hypothèse, les équations des 
coniques Si et Sa sont 

S ~ /t.A^ =0, S — /.■sBB' = 0, 
cl, par la soustraction, il vient 

/c,BB' — /f,A'=0: 
équation qui représente une courbe du second degré qui piissc par les 
points d'intersection de s, et Sj et qui est langcnle à B et B' suivant la 
droite A. 

a6«. On a trois coniques S, Si, Sa ,■ si on mine uiie conique s par 
les points d'intersection de S et Si, une conique Ss par les points d'inter- 
section de S et Sa, les points communs à s, et à Ss sont sur une conique 
qui passe par Us points d'intersection de S, et S,, 
Les équations des coniques S| et Sj sont de la forme 

(si)S — /hS, = 0, (s.) S — /(;.Sa = f>; 
on en déduit, par soustraction, 

k,S, -/c,Sî = (J. 
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Cette équation représente une courbe du second ordre; elle est satis- 
faite par les coordonnées des points d'intersection de Si et Ss, ainsi que 
par celles des points d'intersection des coniques Si et Sa ; ce qui démontre 
le théorème. 

S68, Étant données trois coniques S = 0, Si = 0, S — A-Si = qui 
ont Us mêmes sécantes communes et une conique quelconque s = 0, on 
mène deux coniqties Si et Ss dont la première passe par les points dHnler- 
seclion de s et S, ta seconde par les points d'intersection de s e( Si : 
les quatre points d'mlei section de s, et Ss et ceux de s et S — fcSi sont 
huit points d'une même conique. 

En effet, les équafiond des deux coniques si et s^ peuvent s'écrire 
(Si) S -- kiS = 0, (Si) S, — kiS = 0. 

Si on les retranche membre à membre après avoir multiplié la seconde 
par k, il vient 

S— fcSi — (t. — W,}s = 0: 
équation qui représente une courbe du second degré qui passe à la fois 
par les points communs de S| et de Sa, et par les points d'intersection des 
coniques S — frSi et s; donc le théorème est démontré. 

Les trois derniers tbéorcmes offrent une grande généralité; on peut 
en déduire une foule d'autres en supposant que l'une des coniques se 
réduise, soit à deux droites, soil à un cercle, etc. (1). Nous engageons les 
élèves à s'exercer en cherchant les énoncés de ces différents théorèmes. 

Tltéorèmes et exercices. 
Ex. t. Lorsque Ipoia coniques sont doublement tangentes à une quatrième, les six 
cor J es communes, qui se coupent sur les cordes de contact, passent trois à trois par un 
même point. 

Trois coniques doublement fangeutes à une conique S = Oont des équations de la 
forme 

S-M= = 0, S — k-B' = 0, S — /£"€= = 0. 
On en deduil pour les sécantes communes 



miî'iiies, par Cuasles, Paris, i86y. 
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En prenant trois signes + ou deux signes — et un signe +, on obtient quatre sys- 
tèmes de trois droites passant par un même point. 

Ex. a. Si plusieurs coniques passent par deux points fixes el sont doublement tan- 
gentes à une conique donnée, les cordes de contact concourent on un point de la ligne 
des points Hves. 

Ex. 8. Si trois coniques sont tangentes à une droite au mcme point, les droites qui 
passent par leurs points d'intersection se coupent en un mèine point. 

ques (N" 238), 

^\. t. On a deux coniques Si, Bt qui touchent une droite Tau môme point et qui se 
coupent en deux autres points 1 et 2 ; par ces derniers on tire deux droites qui rencon- 
trent s, en a, |3, et s, en a', ^' ; les droites, a|3 et b'|3' concourent sur ia droite T. 
C'est une conséquence du N" 288. 

Ex. S, Quaud deux coniques sont inscrites dans un angle, deux sécantes communes 
passent par le point d'intersection des cordes de contact. 

Soient A^O, B:=0, les côtes de l'angle; les deux coniques inscrites ont pour 
équations 

AB — M:' = 0, AB — ft'C'' = 
C = et C ^ étant les cordes de contact. Il vient, par la soustiaction, 

iC'-k'C" = 0, 
équation qui représente deux droites passant par les points d'intersection de C et C'. 
Ëx. S. Le produit des dislances d'un point quelconque d'une conique à deux tan- 
gentes fixes est au carré de la distance de ce point h la corde des contacts dans un 
rapport constant. 
Ce théorème est la traduction de l'équation AB — ftC ::^0. 

Ex. ». Deux droites A et A' rencontrent une conique S aux points 1, 2, 3, i, et une 
conique S' ans points 1', 2', 3', i' ; on mène une conique s par les quatre premiers 
points ; une conique s' par les quatre autres ; montrer que les points d'intersection de 
ï et s' sont sur une conique passant par les points d'intersection de S et S', 
les coniques s et s' sont représentées par des équations de la forme 

W AA' — AS^O, (s') AA' — i'S' = 0. 
En retrauelianl membre à membre, il rient 

M — i'S' = 0. 

Ex. S. On coupedeux coniques S et S' par une droite A ; les coniques s et »', double- 
ment tangentes aux premières suivant la droite A, se rencontrent en quatre pointa qui 
appartiennent à une conique passant par les points communs de S et de S', 
En relrancbant les équations des courbes s et s' qui sont de la forme 
tS-A* = 0, ft'S'-A' = 0, 
on trouve 

kS-k'S,'=0. 
Donc etc. 
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El. A. On mène une droite A qui reucontre les coniques S et S', la première aux 
points a,^,h seconde aux points n', j3'; les tangentes T et T' à la eouique S aux 
poiuts a, ^ peneontrent les tangentes ( et (' à la conique S' aux points h', ,î' en quatre 
points qui se trouvent sur une même conique avec les points d'intersection de S et S'. 

Car les coniques S et 5' ont des équalioiis de la forme 

ATT' — A= = 0, (f ;r — A' = ; 

kTT — k'tf = 0, 

Ex. I«. Étant donnés deux cercles Ci, Cs et une conique quelconque S, on mène 
uue conique «i qui passe par les points d'intersection de H avec C], une conique s^ 
qui passe par les points d'intersection de S avec Ca ; montrer que les points d'Inler- 
seclion des coniques xi et % se trouvent sur un cercle passant par les points i 
aux cercles donnés. 

En olTel, les équations des coniques Si et «s sont de la forme 



ft,Ci — it=Ca = 0, 
équation qui représente un cercle. 

Ce Ihéorème est général ; il sera facile d'en modifier l'énoncé lorsque la conique S se 
réduit h deux droites difFcrentcs ou à deux droites qui coïncident. 

Ex. It. Démontrer : 1" Que deux coniques S et S' se coupent en quatre points réels 
ou en quatre points imaginaires, si l'équation du troisième degré en A a ses trois racines 
réelles ; 

1" Qu'elles se rencontrent en deux points réels et en deux points imaginaires, 
lorsqu'elle n'admet qu'une racine réelle. 

Qu'arrive-t-il, si deux ou trois racines deviennent égales, si une ou plusieurs racines 
sont nulles ' 

Ex. 19. Quand une diole est une corde c 
correspondantLs a un pumt dt cette coide si. 
réciproque e>it \raie 

Ex. ta Les points dt concours des sécantes communes ont même polaire par 
rapport à toutes les coniques de la série S— kS ^ , de plus, la polaire de l'un des 
trois points passe par les deux autres. 

Ex. 14. Étant données trois coniques passant par quatre points, si on mi^ne, de 
chaque point /i de l'une à deux points fixes O et U', des droites qui rencontrent les 
deux autres coniques en net a', 6 cl 6', onaia relation (Chisles), 

7; - f, -, : J^TT-^- = ii''"stante. 

Ex. IS. — Étant données quatre coniques ayant les marnes points d'i 
■e les deux premières en a et a', b et b' 
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lisiùme et lu qualrii 



quelle que soit la transversale (Charles). 

Ex.. ao. Lorsque trois des qua très points d'iiiter section de deux droites avec une 
«ooique S se eonfondeiil en un seul, on ilit que les coniqnes S — AAA' = sont oseula- 
Iricesen ce puint à S. Quelle sera Téquation de ces coniques? 

Ex. 1 ■- Les polaires d'un point fixe par rapport aux coniques l'y — M' = 
concoureiit en un même point sur la ooide des eoJitacts. Le lieu des pôles d'une droite 
fixe pur rapport aux mêmes coniques est une droite, 

Ex. IS. Le rapport anharmonique de quatre poinls d'interaectimi d'une tangente 
varialilc à une conique avec quatre tangentes lixes est constant. 

Jïx. i», Étiint données les coniques S := 0, S' = et la relation identique 
S — AiS' z^ AB, montrer que l'équation 

l'A' — 21 (S -1- ktS') -t- B= = 0, 
oui est arbitraire, définit un système de coniques doublement tangentes aux coniques 
données S et S'. 

Ex. a». Que devient l'équation de l'exemple précédent, si les coniques données sont 
deui cercles ? Montrer qu'une conique doublement tangente à ces cercles est le lien des 
points doJit la somme des distances aux cercles est coiisLanle, ces distances étant 
comptées sur les tangentes; de plus, les cordes de contact sont parallèles à l'axe 
radical. Ces cercles sont appelés les ceretes focavx de la conique. 

£\. «1. Lorsque deux coniques ont un double conluct, tout point de la corde de 
contact a la même polaire dans les deux courbes. 

Ex. S9. Deux coniques ayant un double contact, si on mène, par les poinls de 
contact, une coJiique quelconque, les cordes qu'elle intci'ccpte dans les deux courbes 

Ex. sa. Quand deux coniques ont un double contact, si on tire, par le pôle C de la 
corde de contact, une transversale qui rencontre la première en a et a' el la seconde 
en deux poinls dont l'un est b, on a toujours 
Ca ba 



% 2. poiCTs uE toncouns des tangentes communes aux sections coniques, 

363. Considérons le système de deux scclions coniques r y présentée s 
en coordonnées langentielles par îes équations 

hii^ -t- 2Bwu + Cu^ -H 2Di( -f- 2Eu -H F = 0, 

A'2(^ -+- 2B'ku + C'u' -H 2D'm + 2E'u -t- V = 0. 
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Nous désignerons ces coniques par S et S', et, pour abréger, nous 
écrirons simplement aujieu des équations prcccdentes, 
(1} S = 0, S'==0. 

Si on élimine la variable m entre ces équations do second degré, on 
arrive en général à une équation du quatrième degré en « qui, résolue 
par rapport à celte coordonnée, donnera qualre racines réelles ou imagi- 
naires, vi. Us, Os, «1. Soient mi, «a, «a, Ml les valeurs correspondantes 
de w; les droites réelles ou imaginaires («i, v,), («s, Vi), (mj, Uî), {tu, Vi), 
sont les tangentes communes aux deux sections coniques. Ainsi, deux coni- 
(jues situées d'une manière quelconque dans nii plan ont en général quatre 
tangentes comimmes. 

Il en résulte que deux coniques ont en général six points de concours 
des tangentes communes. 

Afin d'abréger et de simplifier le discours, M, Chasles emploie le mot 
ombilic pour désigner J'un quelconque des points de concours des tan- 
gentes communes. Nous ferons usage de cette expression à cause de la 
facilité qu'elle apporte dans l'énoncé des Ihéorèmcs, 

364. L'équation du second degré 

où k est un paramètre variable, représente une conique quelconque 
inscrite au quadrilatère formé par les tangentes communes à S et S'; car 
elle est satisfaite par les valeurs de m et de v qui annulent à la fois S et S'. 
Parmi toutes les coniques de l'équation (2), il y en a trois qui se réduisent 
à l'ensemble de deux points; ce sont les sommets opposés du quadrilatère 
circonscrit qu'on regarde comme étant les coniques limites du système. 
Pour les obtenir, il faut prendre la relation 

ACF -i- 2BDE — AE^ — CD^ — FB^ = 
qui exprime que la courbe S se réduit à deux points, et remplacer les 
coefficients A, B, C..., par A — kK', B — kW... qui se trouvent dans 
l'équation (2). On arrive ainsi à une équation du troisième degré en k qui 
donnera trois racines k,, ki, h, et, par suite, les équations 

S — fciS' = 0, S-fcsS'^0, S — feS' = 0, 
représentent les sommets opposés du quadrilatère eirsconscrit, c'est-à-dire 
les ombilics des deux coniques données S et S'. Quelle que soit la nature 
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des racines, il est facile de s'assurer, pur la combinaison des tangentes 
communes, qu'il y a toujours au moins deux ombilics réels. 

265. Si, par deux points du plan A = 0, A' = 0, on mène des tan- 
gentes à une conique S, l'équation 

(3) S — UA' = 0, 

représentera une conique quelconque inscrite dans le quadrilatère formé 
par ces tangentes. En effet, elle esl satisfaite en posant A = et S = 0, 
A'=0 et S = 0;donc, les tangentes à S qui aboutissent aux points A et A' 
sont aussi des tangentes à une conique quelconque de l'équation (3). 

Lorsque les points A et A' coïncident, il n'v a plus que deux tangentes 
et l'équation 

(4} S — A:A' = 0, 

représentera une conique qui a les mêmes tangentes issues du point A 
que la conique S ; c'est une conique doublement tangente à S suivant la 
polaire du point A. 

Supposons que S soit égal à PQ, P el Q étant des facteurs du premier 
degré en m et u ; l'équation 

PQ — M^ = 0, 

représentera une conique tangenteaux droites qui joignent lespoinlsA=s=0 
et P=^0, A= et Q = 0, la droite des contacts ayant pour pôle le point A. 

SOS. Deux sections coniques s ei s' doublement tangentes à une conique S 
ont deux ombilics situés sur la droite des pôles des cordes de contact, et 
forment avec ces derniers un système de quatre points harmoniques. 

En effet, les équations des coniques s et s' sont de la forme 
[s) S — M^ = 0, (s') S — k'k'^ -= 0, 
A =v 0, A' = 0, étant les équations des pôles des cordes de contact. On en 
déduit 

/F 
k' 

Cette équation représente deux ombilics des coniques s et s 
[u'ils divisent harmoniqucment la distance des points A et A'. 
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263 . Si trois coniques ont deux tangentes communes, (es points de 
concours des autres tangentes communes aux coniques prises deux à deux 
sont en ligne droite. 

Les équations des trois coniques peuvent s'écriio 

S = 0, S — fcAA' = 0, S— /;'AB' = U; 



ile 



cquek 



= 0, 



mbilics 
B' = 0, 



LV — L'W -- 



sont sur une même droite. 

Corollaire i. Etant donnés deux points situés sur les tangentes com- 
munes à deux sections coniques S et S', on mène par ces points des tan- 
gentes à S qui se coupent en un point a, des tangentes à S' qni se coupent 
en un point |3/ la droite «[3 passe par le point de concours des deux autres 
tangentes communes de S et de S'. 

Car on doit considérer le système des deux points comme une conique 
ayant deux langenles communes avec S et S'. 

Corollaire 2. Supposons que l'on prenne deux systèmes de points 1 et 2, 
I 3 et 4 sur deux tangentes à une conique S 
I par le? points 1 et 2 on mène des tangenti 
Il la conique qui se renconlrenl au point c 
I par les points 3 et 4 des tangentes qui se 
lupent au point p, les points a et [3 ainsi 
I qne le point d'intersection des droites li, 
2^ seront en ligne droite. En effet, les deux 
systèmes de points et la conique doivent être 
considérés comme trois coniques nyantdeux 
tangentes communes. Mais, si on remarque 
"'«■ "■ que l'hexagone 1«24^31 est circonscril à la 

section conique, on a ce théorème: Les diagonales (Ckh hexagone ch-- 
conscrll à une conique se coupent en un même point. 




'ÎGfi. Si on considère toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère 
dont deux sommets opposés sont A ^^ 0, A'= 0, et si on mène une conique 
fixe S' ayant deux tangejiles communes avec les précédentes, les tangentes 
communes à S' e( d toutes les coniques de la série concourent sur une même 
droite. 
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En effet, toutes les coniques inscrites lîans le quadrilatè 
nées dans l'équntion 

S — /i;AA'=0 



dans laquelle k estun pa, 
S' est représentée pur 

S — k'AW = 
où k' est une constante et B' = le point di 
commîmes à S cl S'. On en lire 



variable. D'un autre côté la coniiiucfixc 



uicours des autres tangentes 



k-y ■ 



■ k'ii' -. 



-.0. 



et, quelque soit k, cette équation représente un point situé sur la droite 
des points A' = 0, B' = 0. 

969. Étant données trois conùjites S, S, , S,, s*', A = e( A' = sont 
deux ombilics conjugttés de S et S„ B = e( B' ^ deux ombilics con- 
jugués de S et Si, (es droites AB, AB'. A'B, A'B' ainsi que les tangentes com- 
tnunes de S, et Ss sont huit droites tangentes d tme même conique. 

Les équations des coniques Si et Sj étant de la forme 
S — ÉiAA'=0, S — Mlï' = 0, 
on en lire par in -sonslraclinn 

k,\\'~kjiii' = 0. 

Celte équation qui découle des précédentes représente une conique qui 
doit avoir les mêmes tangentes communes que Si et Ss ; de plus, la forme 
de l'équation indique que la même courbe est inscrite dans le quadrilatère 
dont les sommets opposés sont A ^ 0, A' = ; B ^ 0, B' = 0. 

270. Étant données trois coniques S, Si, Sa, si on mène une conique Sj 
inscrite dans le quadilalère des tangentes communes de S el Si, wne coni- 
que Se inscrite dans le quadrilatère des tangentes communes de S et Sb, les 
tangentes communes de Si et Ss, et celles de S, el Si sont huit tangentes 
d'une mime conique. 

Les deux coniquessi et Ss sont représentées par les équations 
(s,) S — lfiS,=0, (s,) S — taSi = 0. 

On en déduit 

c'est l'équation d'une conique q'.ii louclic à la fois les lanajentcs communes 
de s, et Si et celles des coniques Si et Sj. 
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271 . Étant données trois coniques inscrites dans un quadrilatère S=0, 
81 = 0, S — ASi = 0, et une conique quelconque s = 0. si on mhie 
deux coniques s, et s^dont la première touche les tangentes communes 
de s et S, la seconde les tangentes communes de s et Si, les tangentes 
communes de s, et Sj et celles de s et S — ^Si sont huit tangentes d'une 
même conique. 



Car les équations des coniques Si et Ss 


étant 








S-fr,s = 0, S, 


~k,s 


= 0, 






on les retranche membre à membre i 


iprès 1 


lYOil- 11 


(iLiULpl 


ié ]a secondt 



par H, il vient 

S_frS, — (/fi — U-s)s = 0. 

Cette équation du second degré représente une conique qui touche les 
tangentes communes de si et s^, ainsi que les tangentes communes des 
coniques s et S — ASi. 

Théorèmes et exeroioes. 

Ex.t. Lorsque trois coniques sont doublement (angentcs à une quulrièuie, les tnn- 
gentes communes se coupent trois à trois sur une même droite. 

Ex. ». Si on considère toutes les coniques tangentes à deus droites fixes et double- 
ment tangentes à une conique donnée, les points d'Intersection de leurs tangentes 
communes avec la proposée sont sur une droite qui passe par le point de concours des 
droites fixes. 

Et. s. Si, de deux points A et A', on mène des tangentes à deux coniques Si et Sg 
pour former deux quadrilatères circonscrits, deux coniques Si et sa inscrites dans ces 
quadrilatères ont quatre tangentes communes qui, avec celles des coniques Si et Sg, 
sont huit tangentes d'une même courbe du second ordre. 

Ex. 4. Etant données deux coniques Si et Sa avec leurs tangentes issues d'un point A, 
les coniques «i et ^3 doublement tangentes aux premières suivant tes polaires du point A 
ont quatre tangentes communes qui, avec celles de Sj et S,, loucbent une même conique. 

El. S. Lorsque les racines de l'équation du troisième degré en k sont toutes réelles, 
les tangentes communes aux deux sections coniques sont toutes quatre réelles, ou 
toutes quatre imaginaires. 

Lorsqu'il n'y a qu'une racine réelle, deux tangentes communes sont réelles et les 
deux autres imaginaires. 

Ex, 6. La droite qui joint deux points ombilicaux de deux coniques a le marne pâle 
dans les deux courbes. Réciproquement, une droite qui jouit de cette propriété par 
rapport a deux coniques passe par deux de leurs points ombilicaux. 

Ex. 9. Dans le plan de deux sections coniques, il existe trois droites dont chacune 
H le même pôle dans les deux courbes ; une rie ces droites est toujours réelle et les 
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deux autres peuvent èli'C ini^ginuil'eî. Le pi'e de l'une il'ullcs ost le puiiil du coDcmirs 
des deux autres. 

Ex. S. Etant daniiées trais seclions coniques s,, s, et d insci'ïles dans un quailrila- 
tère et deux droites lises O ut 0', si, pnr les points où une langnnlo T à S rcnetuilre 
«I ()', on mène les tangontes Ai, A/, Ai, A,' uux «uniques s, et Si, on uuj a Ij 
relation 

sin(T,Ai)-sin|T, A,') sin(T. A,) -sin (T. A,') _ 
si]i(0, Ai-sin(0, A.'i ' srn (O', A,) -sin (O'.A.'j "*'"'"' "'"'■ 
Ex. O. Si quatre coniques «i, i), S,, Si sont iuseHtes dans un quadrilLitèrc et si 
d'un |jniiit on nicni', nux Jeuï pramièfos te» couples de tangentes Ai vl Ai', Ai et &i', 
à la troisième la tangcnle Ti, ù lu quatrième la liingeiite, T|, on a la lelution 
sin(T„A.)-sin(Ti,Ai') sin (T,, A.) ■ sin (T,. A.-| ^ 
sin (T., A,) ■ sin (T„ A»') * siii (l',. A.) ■ siu ('W, .W) *'"" ■'" '' 
quel que soit le point par lequel sont monces les tangentes. 

Ex. <0. Ecrire l'équation langeutielle des eouiques osenlulriees à S^O nu point 
A = 0. 
Ex. il. Quelle est la siguifiualion géométrique de IVquation l'(J - tA'^D? 
Ex. «e. Le pâle d'une droite li-ie, par mpport aux diverses eoniques l'Q — iA' = 0, 
est une droite qui passe par le point A ^ D. 

Ex. tS. Cherelier l'équation des coniques doulilement tsngenles uut coniquos 
S = et S' = 0. 

Ex, 14. Quand deux coniques ont un double coulaet, une droîie queluonque^mene^ 
par le pSlu de la corde de contact a lu même pâle dans les deux coui'bes , 
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CHAPITRE XII. 



PROPRIÉTÉS GENERALES DES CONIQUES. 



Méthode des coordaunées triangalaires et polygonales. 



SuMUiliiE. — ProprUUs dit ■:ysl'-mp ih'' miaquis pisiiint pu t'ois pninl', pm quatre 
point!, langealea à Irais ou qualf droites prea Theotema de Lame, de fl/tioloa, de 
Hesie et de. Chailet. — TItéorkmee de Pascal, de Btianchon, coatirachoa (J'wie 
conique définie par cinq pomu ou ctnq langenlea 

Î73. L'emploi des coordonnées triangiilnires d'uu point on d'inic 
droite est généralement fort nvantHgeux pour démontrer les propriétés 
descriptives d'une %ure, c'est-à-dire celles qui ne dépendent que de la 
direction indéfinie des lignes ; par exemple, pour constater que plusieurs 
droites passent par un même point ou que plusieurs points sont en ligne 
droite. Le système des coordonnées de Deseartes serait, dans ce cas, un 
inslrumenl peu commode, et conduirait inévitablement à des calculs 
longs et pénibles. Nous allons faire usage des équations en coordonnées 
triangulaires et polygonales, pour démontrer les propriétés si remarqua- 
bles des polygones inscrits et eirconscrils aux sections coniques, en 
prenant, pour les côtés du triangle de référence, certaines droites qui 
font partie de la figure que l'on considère. 

Nous ferons remarquer une fois pour toutes, au commencement de ce 
chapitre, qu'un ihénrème étant démonlré au moyen d'équations renfer- 
mant les coordonnées A, lî, C du point, on arrive de la même manière 
à un théorème différent du premier, en supposant (|ue, dans ces équa- 
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lions, A, B, C soienL les coordonnées langcnlicllcs. Pour abréger, nous 
énoncerons chaque fois ce second ihéorèmc sons le nom de théorème 
corrélalif, en laissant souvent au lecteur te soin d'approprier le discours 
à l'interprélatlon des équations qui ont servi à établir le premier, siÂ.B, C 
sont des fondions du premier degré en u et v. Généralement, il suflît 
pour passer de l'un à l'autre de changer les expressions : " point de la 
courbe » en « tangente à la courbe, » < droites concourantes o en » points 
situés sur une droite, » osécantes communes • en « tangentes eommuncs, » 
« polj'gone inscrit > en • polygone circonscrit, d etc. 



§j. comquiî rapportke a vu triangi.k, a un quadrilatère inscr! 
circonscrit; a un trlinglk, a un quadiiiutère conjugués. 



?73. Conique rapportée d un triangle inscrit. Nous avons vu précé- 
Icmment qu'une telle conique est représentée par une équation de la 

= 0. 



forii 



(s] (DC -*- mCA -H hAB = 

Nous allons en déduire une construction géométrique, en cherchant 
la condition pour que le point défini par les égalités 

(m) iA = f/B = vC 

appartienne à la courbe. On trouve facilement que celle condition est 
(c) Il ■+■ my. -V- nw ^^ 0. 

Or, c'est aussi la relation qui doit être salislaîie pour que la dcoile 
(M) Ï.A ■+ p.B -t- vC = 

passe parle point fixe 

(") !="-»- 

Il s'ensuit que, si la droite M tourne autour du point fixe 0, le point 
correspondant m décrira la section conique circonscrite au triangle de 
référence. Nous avons donné (p. 80) la construction géométrique du 
point (m), connaissant la droite M; par conséquent, on pourra construire 
un point quelconque de la conique, en cherchant le point correspondant 
d'une droite quelconque menée par le point 0. 

Quand une conique est définie par cinq points, on peut en prendre 
trois pour les sommets du triangle fondamental, et construire ejisuite 
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1ns droites M], Mi qui coiTespomlciK aii>; deux aulres; cellps-ci se cou- 
peront en un point qui sera le point relatif à cette conique. On détermi- 
nera ensuite un sixième point quelconque par la eoiislruclioti préeëdeiile. 

«7-*. Conique rapportée à un triangle circonscril. Une telle conique 
est définie, en coorilonnées langcntiellcs, par l'éqtiiition 
(s) IBQ + «iCA -+■ hAB = 0. 

La droite «iéterminée par les égalités 

(m) AA=^B = vC 

sera tangente à lu courbe avec la eondilion 

(e) a-i-mf/ + «v = 0. 

Or, eelle-ci exprime anssi que le point 

(M) ?.A -4- y.& + vC = 

s« trouve sur la droite (i\e 

A H C 

Donc, quand le point M décrit ia droite 0, la droite corrcspojidante m 
se déplace et enveloppe ia section conique inserile dans le trianj^lc de 

On en déduit une eonsiruclion d'une langenle quelconque à une 
conique assujetlie 'a toucher cinq droites données. On prendra trois de 
ces droites pour les côtés du triangle de rcft'reuee, et ou déterminera les 
deux points Mi, Mi qui correspondent aux deux aulres; la droitequi 
réunit ces derniers sera la droite fixe pour la conique qui doit toucher 
les droites donjiées. Il suflU de construire une droite {ni} correspondant 
à un point quelconque de la droite pour avoir une sixième tangente 
de la courbe. 

275. Cûtiù/ue rapporlée à tin quadrilatère inscrit. Soient (fig. 99) 

P, = 0, P!=-0, P3=0, P4 = 0, 

les équations des côtés d'un quadrilatère 1254. Une conique quelconque 
qui passe par les sommets de ce polygone est représentée par une éqtia- 
tioD de ia forme 

(1) P.Ps — /.PïPl^û, 

OÙ k est un paramètre arbitraire. 

Celte même équation représcnle aussi, eu coordonnées taugenticUes, 
une conique quelconque inscrite dans le quadrilatère dont les sommets 
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opposés sont les points P, = 0, P= = ; P, = 0, Pi = 0. De celte équii- 
lion découle les théorèmes suivants : 

Quand un quadrilatère eut inscrit, à nue coniifxte, le produit des 
di'itances d'tm point de ta courbe à deux côtés opposés est au produit des 
distances du même point aux deux autres côtés dans va rapport constant. 

Théorème corrélatif. Quand un (/uadrilalère est circonscrit à une 
conique^ te produit des distances de deux sommets opposés d une tangente 
quelconque est au produit des distances des deux autres sommets à ta 
même droite dans un rapport constant. 

976. Désignons par a le point d'intersection (/(j. !!!)) <Ies iliagonnlns 15, 
2i, par [3, y les poinis de concours rfes côlés opposés, et rapportons' toute 
la fignre an Irianglc a[3-/ pris pour triangle de référence. 
Soient 

(Ps) (A — mit = 0, (P,) (,\ - nt; = 0, 

les équations des côlés Pa et P; qui aboutissent aux sommets y, (i; les 
deux autres côlés P* et Pi étant respeclivemcnt les droites conjuguées 



des précédenlcs dans les faisceaux harmonique 
7 ei P seront représentées par 

(P,) /A-*-»iiB = o, (P,) ;a 

En substituant dans l'cqualion (1) au 
membres de ces équations, il vient 

(t\-t-nC)[l,\.-nC)-l.-{L\ 
ou I)ien 
(2} {i—l!)l'A^-i-km^n^—H^C/^(). 

La l'orme de celle équation indique 
qu'une conique quelconque cipcons- 
erile au quadriialère est conjuguée 
nu triangle de référence. 

Lorsqu'une conique est inscrite 
dans le quadrilatère dont les sommets 
sont les points P,=0, Pï=0, P5== U, 
Pi =3 0, si on prend pour points de 
référence les sommets du triangle 
formé par les diagonales, l'équaiiuii 
de la courbe sera aussi de la forme (2). Il 



t pour s 

.0. 
res P,, Pa, P;, Pi les | 

U)(t\ - iyili)=0, 
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diagonales esl conjugiiù à lovilcs les poniqiies inscrites lians le quadrila- 
tère P,Pî Pj P*. 

377. Lex polaires d'un poînl fixe, par rapport à toutes tes coniques 
circonscrites à un quadrilatère, passent par un même point. 

En effet, la polaire d'un poini (A', B', C) pne rapport à une conique 
représentée par (2) a pour équation 

(I - k]l^AA' -+■ km^RB' — n^CC = (I. 

A cause de la présence du parnmclre k, louics les polnires concourent 
en un point délerminé pur les équiitions 

;UA' — îi^CC =. 0, i'AA' — m'BB'= 0. 

Ce dernier point est réciproque du point donné, c'esl-à-dire que ses 
polaires par rapport à toutes les coniques de la série vont converger 
au point donné. 

On sait que la polaire d'un point situé à l'infini sur une droite coïncide 
avec le diamètre conjugué à celte droite, et, par suite, en supposant le 
point donné à l'inlini, on a ce théorème, que les diamètres conjugués à 
une même droite dans (es coniques circonscrites à un quadrilatère passent 
par un point /is.e (Lamé). 

Théorëne coRRËr.ATiF. Lcs pôles d'une droite fixe relalirement aux 
coniques inscrites dans un quadrilatère sont sur une même droite. 

Lorsque la droite est à l'infini, le pôle coïncide avec le centre de la 
conique, et, par conséquent, les centres des coniques inscrites dans un 
quadrilatère sont sur une même droite {Newtoh). 

Les sommets opposés du quadrilatère étant regardés comme les coni- 
ques limites du système, les milieux des diagonales doivent appartenir 
au lieu; donc, la droite des centres des coniques inscrites d un quadri- 
latère est celle qui passe par les milieux des diagonales. 

a7§. Lorsqu'un point se meut sur une droite, le réciproque de ce 
point, par rapport aux coniques circonscrites d un quadrilatère, décrit 
une section conique qui passe par les sommets du triangle conjugué à 
toutes les courbes de la série. 

En effet, soit U m- pB -t-i-C = la droite que décrit le point (A', B', C). 
Le lieu du conjugue réciproque s'obtient en éliminant A', B', C entre les 
équations 

U' ->- i^B' + i/C = 0, l^XA' — w'CC = 0, i^AA'— m^l)B'= 0. 
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Ou arrive ù rcijiifilion 

imVltC -+■ fiCn^Ck ■+■ v/^m^AB = 
qui repp^scntc une courbe du second ordre circonscrite ou triangle de 
référence; ce qui démoulre le (liéorème. 

TnËonËuii cohuélatif. Quand mie droite tourne autour d'un point fixe, 
la droite réciproque, c'est-à-dire le lieu des pôles de celte droite par rap- 
port à toutes les coniques inscrites dans un quadrilatère, entwloppe une 
section comi[ue inscrite dans le triangle conjugué à toutes les courbes du 
système. 

979. Toute conique, qui divise karmoniqueinenl deux diagonales d'un 
quadrilatère complet, divise hannoniquement la troisième (O, HiiSSE). 
Soient 

p, = 0, Pî = 0, Pj = 0, Pi = 0, 

les équations des càtés d'un quadrilatère. On dit qu'une conique et un 
quadrilatère sont conjugués, lorsque la polaire d'un sommet passe par le 
sommet opposé, de sorte que les points d'intersection de la courbe nvcc 
chaque diagonale cl deux sommets opposés forment un système de quatre 

points harmoniques. 
Cela étant, l'équation 

{a) XiP,^ -t- AaPî^ + lifii^ -t- î-iPi^ = 

représente une conique quelconque conjuguée au quadrilatère proposé. 

En effet, si on cherche l'équation de la tangente ou de la polaire du 
point (P,', Pa', Pj', P/) en posant 

ï, (P. ~P!')(Pi — P/') H- Xs{Pa - Pî') (Ps — Pî") + Iz (P3— P3') {Pj — Pî") 
-<-^»(p4— P/}(Pl~P/'}=À,P,' -l- ^.Ps' + i,P3= -t- >.4P4 = 

pour l'équation de la sécante qui joint les points (Pi', P/, P3', Pj'), 
(Pi", P/', Pa", Pi")> on trouve, après les réductions, lorsque P,' = P,", 
P,' = p,", p,' = P/', p/ = p/', 

llPiP,' -1- IsPsP, ' + ijPjPa' + >4PlP4' = 0. 

Or, si le point donné coïncide avec lesomn]cl(P,, P,) du quadrilatère, 
on a Pi' = 0,Pi' = 0, et Téqualion de la polaire se réduit à 

^sPaP^'-t-^PiP/^O; 
c'est une droite qui passe par le sommet opposé (Pj, PJ. Dojic, toute 
conique de l'équation (a) est conjuguée au quadrilatère Pi Ps Pj Pi == 0. 
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Mais l'équation (a) renferme Irois pavamètres arbitraires; il faut trois 
conditions disiincles pour déierminer la courbe qu'elle représente; or 
celle-ci, étant conjuguée au quadrilatère, divise harnioniqueraenl chaque 
diagonale; par suite, la division liarmonique de la troisième diagonale 
doit être une conséquence de la division liarmonique des deux aulrcs; 
car, dans le cas contraire, on ne pourrait plus assujellîr une telle conique 
à satisraîre à trois autres conditions, comme l'exige l'équalion {«). 

En se riippelanl la définilioa de deux points conjugués par rapport 
fi une conique, on peut encore énoncer le théorème précédent comme 
suit : Quand deux couples de sommets opposés d'un quadrilatère complet 
sont conjugués par rapport à une conique, il en est de même des deux 
autres sommets. 

Lorsque P, ^ 0, 1', = 0, P, = 0, Pj = sont les équations en coor- 
données tangenlielles des sommets d'un quadrilatère, l'équalion (a) repré- 
sente une conique conjuguée aux côtés de ce polygone, c'esl-ii-dire une 
conique telle que le pôle d'un côlé se trouve sur le côté opposé. Si on 
appelle conjuguées par rapport à une conique deus droites dont le pôle de 
l'unesetrouvesur l'autre, on aura pour le théorème corrélatif du précédent: 

Quand deux couples de droites opposées qui joignent quatre points du 
plan sont conjuguées par rapport à une conique, il en est de même de la 
troisième couple. 

380. Si, autour de deux points fixes d'une conique, on fait tourner 
deux droites qui se coupent sur la courbe, ces droites considérées dans 
leurs diverses positions forment deux faisceaux homographiques (Chasles). 

En effet, soient et 0' deux points fixes d'une conique ; inscrivons le 
quadrilatère Pi PaPs Pi = 0, de manière à ce que et 0' soient deux soni- . 
mets opposés. L'équation de la courbe sera de la forme 

(|3) PiP, — /i:,PîP4=0, 

où k, est une constante déterminée. On en déduit 

P9__ P, 

pT^â^' 

Si on rcjirésente par >■ chacun de ces rapports, les droites 
(y) Ps — IV, = d [S) Ps — kil'Pt = 

jouiront de la propriété de passer par les points et 0' cl de se couper 
sur la courbe quel que soit 1; car !'éliminatinn de ce piirnmèlrc mire (-/) 
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es('f|ni!lifins(j/)el(3) 
lomoloj^urs lie deux 
ints cl 0'; donc le 



lange ni es 




I conique i 



situés sur deux côtés opposes du qua- 
it qu'ils forment deux divisions lionio- 



— 561 — 
et (S) conduite l'équation de la conique donnée, i 
sont celles qui iléicrmincnt (N" 8S) les rayo 
faisceaux homograpbiqiies ayant pour ceoircs le 
théorème est démontré. 

Théorème cohuiSlatef, Une Utngeiile mobile, t 
fixes d'une conique en des points qui for- 
ment deux divisions homographtques. 

Car, si les équalions précédcnles renCer- 
menl les coordonnées (angcnliellcs, la 
droite des points 

Ps— )P,= 0, Ps — A;,1P* = 0, 
est une tangente variable à 1 
présentée par l'équation PiPa- 
la forme de ces équalions ii 
points qu'elles représentent s 
drilatère circonscrit h la courl 
graphiques (N' 83), 

381 . Le lieu des points d'intei section des rayons homologues de deux 
faisceaux komographiques est une section conique qui passe par les cen- 
tres des deux faisceaux. 

Soient et (y {fig. 100). les points d'interseciion des droites P, et Pj, 
Pî et Pi. Les payons homulogiies de deux faisceaux liomograpbiqnes ayant 
pour centres les points et O' sont donnés pnr les équalions 
Pi — IP, = 0, Ps — lc,Wi = 0. 

Si on élimine i pour trouver l'équation du lieu des |ioints d'imer.sec- 
tion des rayons homologues, on trouve 

PiPô — /c,PaPi = 0; 
le lieu cherché est donc une conrbe du second ordre qui possc par les 
points fiïies, car réqunlion précédente est sati.sfaiie pour Pi = 0, Pj = 0; 
P3 = 0, Pi = 0. 

Théobéme connÉLATEF. L'enveloppe des droites qui joignent deux à deux 
les points homologues de deux droites divisées honuigraphiquement est 
une section conique tangente à ces droites. 

Car, si on considère les deux droites fixes qui pussent rcspcetivement 
par les points Pj = et P., ■= 0, P.; = cl. P* = 0, les [lums liouiolognes 
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de deux divisions homograpliiques faites sur les ilroitcf 
les équations 

Ps — IP, = 0, P, _ /f,),Pj = 0. 



P.Po— A,P,P4 = 

qui repi'ésenle une conique langenle aux droites fixes, car elle est satis- 
faite en posant P, = 0, Pa = ; Ps = 0, P» = 0. 

Remarque. La ihéonème du N" 280 est très-remarquable : il donne 
une relation entre six points apparlenant à une conique ; car, étant donnés 
six points et 0', a, b, c, d d'une courbe du second ordre, si on mène 
les différenls rayons Oa, O'a, Ob, O'b, ele., les deux faiseaux {n, b, c, d) 
el 0' (a', b', c', d') son! homogriipliiques. Il en résulte que ce théorème 
donne le moyen de trouver un point quelconque d'une conique assujettie 
à passer par cinq points donnés 0, 0', «, h, c : on joint deux de ces points 
et 0' aux trois autres et on regarde les 
rayons Oa, 06, Oc comme étant homologues 
aux rayons 0'«, 0'6, O'c; on mène ensuite 
par le point une droite quelconque Od, 
et on construit son homologue O'd; ces 
deux rayons se couperont on un point qui 
appartient à la conique. 

De même, le théorème corrélatif permet 
de construire une sixième tangente quel- 
^* ""■ conque d'une conique assujettie à toucher 

cinq droites données; car on en déduit que quatre tangentes A, B, C, D 
à une conique rencontrent deux tangeotes et 0' en deux systèmes de 
points homograpliiques a, b, c, d et a', b', c', d'. Donc, si on connaît 
a, 6, c, a', b', c', on prendra sur la tanfçente un point quelconque d, 
et on construira son homologue d' sur la tangente 0' : la droite dd' sera 

Ces deux théorèmes sont la biise du Traité des sections coniques par 
CnASLES. Paris, 1865. 
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§ 2. TilÉOEÈHES 1 



, PASCAL RT 



■ ItRl.VSCHON. 



asa. tes côtés opposés d'un hexagone inscrit duns une coniqtie se 
rencontrent en trois points situés en ligne droite. (Pascal.) 

Les points 1, 2, 3, 4, S, C {fig. 102) elant les sommets rf'iin hexagone, 
on regarde comme opposés, les côtés 12eti-îi, 25 elSIi, 54 et 61, ainsi que 
les sommets 1 et 4, 2 cl S, 5 et 6 ; les droites 14, 2S et 56 qui réunis- 
sent ees derniers deux à deux sont les trois (îin^jonnlcs. 

Cela étant, soient 

A = 0, B = 0, C = 0, 
les équations des câtcs 12, 23, 34 d'un hexagone inscrit dans une toni- 
que, et 



A' = 



= 0, 



= 



celles des eôlés opposés 43, 56, 61 . Menons par les points 1 et 4 la dîago- 
nalel = 0qui partage l'hexagone en deux quadrilatères lABC, lA'B'C 
inscrits dans la courbe. Les équalions 

;AC + jiiBI = 0, /'A'C -i- m'IÎ'I = 
représentant la même conique, dniv 
valeurs de x cl de y, et, par suite, 
on peut toujours déterminer les 
paramètres qu'elles renferment, 
de manière à ce que les premiers 
membres soient identiques. Il en 



itisraites 



I' les mêmes 



■ulte qu. 



'clati 




;aC -+- Hilîl ~ l'A'C - m 

sera satisfaite quelles que 
les valeurs de x et de 
signe = est celui dont on 
|)our indiquer une identité. Les équations équivaScntes 

l\C- /'A'C' = I{wB — ni'R')=-0 
rcpréscnteiit donc la même courbe : la seconde donne deux di'oiles 1=0, 
mB— ni'B'=0, et i! en doit être de même de la première ; or, l'une des 
droites représentées par celle-ci renferme les points d'intersection des 
droites A == et C = 0, C = 0, A' = 0; c'est la droile 1; l'autre passe 
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par les points de concours des côtés oppostSs A = et A' = 0, C = cl 
C ^0, Cl connue elle doit coïncider avec la droite mH — m'iï = 0, on 
en eonclut que les poini.a (AA'), (BB'), (CC) sont sur une même droite. 

la démonstration prdccdcnie est indépendante de [a nature de l'hexagone 
inscrit ; par consécjiient, le tlicorème de Pascal est général et s'appli'iiie à 
tout hexagone insccit dans une conique, qu'il soit convexe ou non 
convesc. 

8S3. La droite qui pajisc par les |)oinls de concours des cûlés opposr.s 
peut être représentée par l'une des équations suivantes : 

lA - l'A' = mH — m'B' = 0, nC ~ n'C --= 0, 

el, avec des valeurs eonvenalilcs des paramètres, on aura les îdenlités 

/A — l'.V = m\i - m'W = hC — n'C. 

Posons a = /A, «' = /'A', h = mli, 6' = mW, c ^ nC, c' ^. n'C : les 

équations des eôlés de l'hesaj-oiie seront 







el, en vertu des idcnliiés 




(2) „_„' = f,_(,' = c-t', 




la droite des points de concours des côtés opposés aura pou 


r équ 


[/,) B _(,'==(), f,_(,' = 0, — c' = 0. 




Des relations (2) oji lii'c u + c' = c + a', et les équations 




(14) a + e' = Ù, c-t-fl' = 




reprcsenlcnt la même droite; c'est la diagonale 14. On trouve: 


■a de 


pour les équations des aiiti-es diagonales 




(2o} a— 6 = 0, ou ((' — 6' = 0; 




(oG) 6-c = 0, ft'-c' = 0. 





Afin d'abréjjer, nous écrirons {=0, 5=0, h^O pour les équations des 
diagonales, !,^, A éttint les premiers membres des équations (14), (25), (50), 
Les trois diagonales forment avec les côtés six hexagones différents 
inscrits dans la courbe et ayant les mêmes sommets; ec sont : ABCA'B'C, 
C'HBGA'I, ÏCHB'GA et C'HCA'GA, ICBGB'C, ABHB'A'I. Nous allons voir 
que les droites qui renferment les points de concours des côtés opposés 
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des trois premiers concourent en un mémo point 0, et que celles qui pas- 
sent par les points d'intersection des côtés opposés des trois autres con- 
courent en un second point 0'. 

Les droites du Ihëorcme de Pascal dans le second et le troisième hexa- 
gone du premier groupe ont des équations de la forme 
a' — ,jÀ = 0, A - va = 0, 

a' __ j, ((,' _ c') = 0, b — c — va^O; 
car les côtés A' cl II, A et II sont opposés dans chacun d'eux; en exprimant 
que la première doit passer par le point d'intersection des côtés opposés 
c'== 0,g =• a' — è'= 0, et la seconde par le point de rencontre des droites 
c = 0, j/^a — 6^0, on trouve fv. = > = 1 . Les équations des lignes 
de Pascal pour les trois premiers hexagones seront donc 

a—a' = 0, a'— A = 0, A-a = 0; 
et, par conséquent, ces droites se coupent en un même point. 

De même, les droites qui passent par les points de concours des câtés 
opposés des trois autres hexagones ont des équations de \» forme 

g — >,/( = 0, i-~ iJ.g == 0, A — -A = 0, 

«„(,_),((, -c) = 0, a + c'-^.(tt— 6) = 0, 6' — c'~v(« + c') = 0. 

Comme ces équations doivent être satisfaites par les points d'intersec- 
tion des autres côtés opposés de chacun des hexagones, il faut que l'on 
aiti= — i, ^ = 1,1/=: — l; les droites de Pascal pour les hexagones 
du second groupe seront 

g + k = 0, i — 3 = 0, /( -H t = 0. 

cl elles se coiipenl aussi en un même point. Ou a donc ce tliénièmc : 

Quand un hexagone est insciil à une conique, les six «i'iis et les trois 
diagonales forment un sysiétiie de neuf droites donnant lieu d six hexa- 
gones inscrits; tes droites de Pascal de trois d'entre eux concourent en vn 
certain point 0, et celtes des trots autres en «n certain point 0'. 

Les points où vienneni aboutir trois lignes de Pascal s'appellent points 
de Steinek : c'est ce géomètre qui, le premier, les a fait connaître. 

9§4. Le ihrorème de Pascal établit une relation entre sis points d'une 
conique, un de pins qu'il n'en faut pour définir la courbe; il permet donc 
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une droite qiielconqut 
des lignes 16 et S4, 12 ( 




le. Il en i-émlie I. 
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comme celui de Cliasles, de déterminer autant de points que l'on veut 
d'une conique assujettie à passer par cinq poînis donnés 1,2, 5, 4, 5. On 
joint ces noinfs par des droites, et, après avoir tiré par le point 1 {fig. 102) 
, on détermine les points d'intersection lelm 
?1 43 ; on prolonge ensuite le côté 25 jusqu'à 
a rencontre en m avec la droile Im : in 
ignc qui joint le point « avec le dernier 
I jioint donné b rencontrera ia droile 16 
un point a apparlenant à la conique 
iltfinie par les points donnés. 

Supposons (/(p. 105) que le sommets 
I de riicxagonc inscrit vienne se confondre 
1 avec le point i , le c6lé la; devient tangent 
à la courbe au point 1 ; le théorème de 
I Pascal est encore applicable, en regardant 
cette tangente comme étant un coté de 
i construction suivante de la tangente en un 
certain point I de la conique : on détermine les points de rencontre des 
cAtés 12 et 45, 25 et IS, ainsi que le point / où le côté 54 rencontre la 
droite mil ; la ligne 1/ sera la tangente à la conique an point 1. 

3S5. Les diagonales d'un hexagone circonscrit aune conique se coupent 
en un même point (BniANCfioN), 
Soient 

A = 0, U = 0, C= 0, 

A'=.0, iï'=0, G'=0, 
les équations des sommets d'un liexagone circonscrit à une conique, A et 
A' étant deuï sommets opposés et ainsi des autres. Prolongeons les côtés 
opposés AC',CA', et soit 1 = l'équation de leur point d'intersection. 
Les deux quadrilatères lAItC, lA'B'C étant circonscrits à la conique, si 
les équations en coordonnées langenliclles 

lAC + «îEil = 0, l'A'C -h m'iVl = 

reprcsentent la même courbe, on peut écrire l'identité 
lAC + mm— l'A'C — m'B'I = ; 
il en résulte que les équations équivalentes 

lAC — l'A'C = 0, I (mB — m'B'} = 0, 
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reprdsenlent le même lien. La première devra donc donner deux points 
comme la seconde; l'un est le point commun aux droites qui joignent les 
points A ^0 et C := 0, A' = et C = 0; il coïncide avec le point I; 




l'autre provient de l'intersection des droites fjui réunissent les sommcis 
opposds A = 0, A' = ; B = 0, B' = ; comme il doit éire le même que 
1« point »iB — m'B' = 0, les droites (AA'), {BB'), (CC) se rencontrent en 
un même point. 

Le llîéorème de Brianchon est aussi général que celui de Pascal et 
s'applique h tout hesagonc circonscrit i une conique. 

SSe. Puisque le point de concours des diagonales se trouve à la fois 
sur les droites qui joignent les points A et A', B et D', C et C, on petit 
écrire les identités 

;A — l'K' = niB — m'B' s nC — n'C, 
ou bien, en posant 

a = ;a, u' = CA', h = HîB, ;/ = m'ti', c = hC, c' = n'C, 

a — a' = b — b' = c—c.'. 
Les équations des sommets de l'hexagone deviennent 
„ = 0, (. = 0, c = 
a'=0, b'^0, c'=0; 
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des eôlcs opposés seront 
«+(,-'=0, ou i,'-i-c=0, 
a-l) = 0, ou a'~b'=0, 
b—c=^0, ou 6'— c' = 0. 
Les points de concours I, G, H et les sommels de l'hexagone forinenl 
six hexagones difEérenls circouserits ^ la courbe, savoir : ABCA'B'C, 
C'HBGA'I, ICUB'GA et C'HCA'GA, ICBGB'C, ABHB'A'I. H est facile de 
vérilior que les points du ihcoréme de Brianchon pour ces difféicnt^ 
hexagones sont représentés piii' les équations 

a — (i-==0, a--~k = 0, /, — « = 0, 
(, + /i ^ 0, i — g ^0, h -hi^ 0, 

t, (/, h étant les premiers ineuibres des équations des points l, G, If ; elles 
donnent deux systèmes de trois points en ligne droite, et on a ce théo- 
rème : Quand un hexagone est circonscrità une section conique, (es points 
de concours des côtés opposés et les six sommets forment un système de 
neuf points donnant Ueti à six hexagones différents circonscrits à ta 
courbe; (es points de Rrianchon pour trois d'entre eux se trouvent sur 
une certaine droite (, et ceux des trois autres sur une cei-laïne droite l'. 



S83. Le théorème de Rrianchon donne une relation entre six tan- 

;entes à une conique, une de plus qu'il n'en faut pour déterminer la 

I courbe; il permet donc de construire une 

tangente quelconque d'une conique définie 

■ cinq tangentes données. Soient {fig. 104) 

, BC, CA', A'B', B'C ces tangentes qui 

pcneonlrcnt aux points B, C, A', B'. On 

!nd sur Ai) un point quelconque A; on 

joint A et A', B et B' par des droites qui se 

;nupent en O; la li^ne qui passe |iar les 

points C et rencontrera la langenle B'C 

•■■'e '"- en un point C : il suffît de j.iindiv A et C 

pour avoir la sisièrae tangente qui complète l'hexagone circonscrit. 

Supposons que, dans l'hexagone circonscrit, l'une des tangentes, pai- 
exemple B'C, vienne se confondre avec la tangente voisine CA; à la 
limite, le point C vient coïncider [(ig, 103) avec le point de conliict 
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de AC, et le théorème de lîriaochon esl encore applicable en prenant 
ce point de contact pour un sommet de l'hexagone. On en déduil \n 
eonstruelion du point de contact d'une tanjfcnte Alî' ; on mène les droites 
AA', BB' qui se coupent au point : la ligne CO rencontrera la droite 
Alï' en un point C qui sera le point de contact de celte tangente avec la 
conique. 



Remarque. CoiisulCei', pour les propriétés di 
ouvrages suivants : 0. Hesse, Voriegungen uus 
Die Théorie der Kpgelsclmitte. Étant donnés siv pointa i 
nombre d'hexagones, que l'on peut obtenir eu joignant 
possibles, est égal au nombre de peruiutalious des si 
dire au produit 1 • 2 ■ 5 - i ■ K - 6. Mais il est facile de v 
répète 12 fois dans ou nombre. En effet, en partant d'u 
points dans le sens a, b, e..., ou dans le sens opposi 
abcdefy afedeb qui ont les mêmes côtés opposés. De pli 
à un autre, on obtient les mêmes bexagones, abcdef, hcdefa, edefab, ilufabe, efabcd, 
fabcde; il en résulte que pour avoir le nombre d'hexagones différents ayant pour som- 
mets a, b, c, d, c, f, il faut diviser le produit 1 ■ 2'3-i-H ■ B par 12; ce nombre sera 
donc égal à dO. Cos hexagones étant groupés trois à trots dunnent 20 poinls de Slelner; 
on démontre que quatre de ces points se trouvent sur une même droite appelée droilt 
de Steiner, ele. 



Iiexngone de Pascal et de ISrianulion, les 
r finnlijliseAen Géométrie. — J. Steineh, 
pointa d'une conique it, b, c, d, e, f, lo 
'S points de toutes les manières 
lettres a, b, c, d, e, f, c'est-ù- 
^itier qu'un même hexagone se 
sommet a, et en joignant les 
a, f, e..., on a deux hcsagones 
quand on passe d'un sommet 



Théorèmi 



Ex. ». T, 'équation d'une eonique qui passe par les sommets 
C := du triangle do référence peut s'éorii'o 

K,I!C -t- ^, AC H- X, AB -v- 3,C' = 0. 

pai' ces points et moutrer qu'elles concourent en un même poij 
'un quadrilatère ayant pour équations 
F, = A-l-j)ll-(-îC, 
P, = A — /iB -t-'/C, 

Pl=A~>-pB — qC, 

Pj = A — jiB — <(C, 
ique inscrite dans oc quadrilatère l'st défi. 



Ex. s, I 



forme 



= 



nt les diagonales. 

,e équation, si A = 0, B = 0, C = c 

es et des ofitéa opposés ? 
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Ex. 3. I,es polaires d'un point pur rapport au* coniques i. n|ugueps i un triangle 
et passont par un point donne concourent en un mémi, puLLii 

Les pâles d'une droite reUtireinent au\ coniques conjuguées a un trnngle et ton- 
chant une droite donnée se trouvent Eur une droite lîxe 

Ex. «, Le lieu des centres des couiques circonscrites a un quadtilatere est une 
conique ijui renferme les points de rencoutre des cotes opposes, Ils mitieu\ des côtés 
et des diagonales. 

Les cinq coniques analogues, pour los [uadiiiateics au\quels donne it lieu cinq 
points quelconques associés quatre à quHli e, passent pai un même point 

Ex. S. Les droites qui joignent deux à doux les points d'intersection de deux tan- 
gentes à une conique avec une autre conique sont tangentes à une même courbe du 
second ordre passant par les points communs aux deux preniiËres. 

Si, par deux points d'une conique, on mène deux couples de tangentes h une autre 
conique, les points d'intersection de ces tangentes prises deux à deux appartiennent i 
une conique inscrite dans le quadrilatère des tangentes communes des deux premières. 

Ex. ». Lorsque deux angles sont circonscrits à uneconifjue, leurs sommets et les 
points de contact des côtés sont sur une même courbe du second ordre ; de plus, les 
quatre cotés el les cordes de contact sont tangents à une même conique. 

Ex. 7. Si, de deux points quelconques, nu mène des droites aux sommets d'un 
triangle, les six points où ces droites rencontrent les côtés opposes appartienneut à une 
conique. 

Si enjoint les sommets d'un triangle aux points où deux droites quelconques coupent 
les côtés opposés, on obtient si\ droites tangentes Ix une même conique. 

lîx. S. Le lieu des centres des coniques inscrites dans le quadrilatÈre l'il'al'jl'j ^^ 
est la droite que définit l'équation 

iiPi' ■+■ î.l'î'' + JaPi' -H J.P(= = 
abaissée au premier degré en œ et y par unclioix eonvenaljle des coedîcienls J.i,)^, 1,, Jj. 

Ex. O. Le lieu des centres des coniques inscrites dans le triangle PiPsPa = et dont 
la somme des carrés des axes principaux demeure constante est le cercle délini par 
l'équation. 

ramenée à la formu du réquatioii du cercle par un choix convenable des coefiicionts 
i„ )a, >i. 

Ex. «o. Le lieu des centres des coniques conjuguées à quatre couples de droites 
PiPi', Pal'a', PiPs', PjPi' est la droite rie l'équation. 

liPiPi' -t- '>PaPi' -t- JiPtP/ + l,P.Pi' ~ 0, 
abaissée au premier degré par un choix convenable des coefficients. 

Ex. II. Le lieu des centres des coniques conjuguées à trois couples de droites 

délini par l'équation 

JiPiP,' -1- liP^Ps' -1- y^\l\' = a'+b'= const. 
ramenée à la forme de l'équation du cercle par un choix tonvcjialite des cocfticicnlii. 
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CHAPITRE XIII. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONIQUES- 



Méthode des identités. 



SoMUiinE, — Propriétés du triangle et da jvadrilatère intnrit», e 
à une conique. — Rdalion aunlytiqae entre six points ou tiai tangentes d'une conique; 
Vi de drailea conjuguées & nne conrOe du second ordre, 
sur gués. 

988. Étant donnée une section conique avec un pohgone inbciit, cir 
conscrit oit conjugué, on peut généralement écrire son équation sous 
différentes formes en coordonnées triangulaires ou polvgonales et arriver 
ensnite à une équation identique, c'est-à-dire à une cquitton qui est 
satisfaite, quelles que soient les valeurs attribuées aux variables qu clic 
renferme. L'interprétation des équations équivalentes obtenues en 
décomposant cette identité de diverses manières, conduit a pUiateuis 
iliéorèmes sur les sections coniques avec une facilite qu il sei ait diHitile 
de surpasser. C'est ainsi que nous avons démontre le théorème de Pascal 
et de Brianchon; nous allons suivre le même procédé pour mettre en 
évidence plusieurs propriétés du triangle et du quadrilatère inscrits, 
circonscrits ou conjugués à une conique. Nous terminerons ensuite en 
considérant une identité remarquable, qui exprime que six points appar- 
tiennent à une courbe du second ordre, ou que six droites sont tangentes 
h une mémo conique. 
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§ I. nu ïh(IA^fil.^: et du quadrilatèrh unsceiits, circo.sscrjts ou conjugués 

A UNE SECTION UONlftUE. 



1Î89. Quand un Iriaiiffle est inseril dans une conique, les côtés reneon- 
renl les tangentes aux sommets opposés en trots points un tiijnc droite. 
Soient 

|>, =0, P, =0, P5=0, 

T, =0, T, = 0, T; = 0, 

es ûquiitLons des c6(és du iHangle inscrit et des langenlc 

,û conique sccfi rcprcsenlée par l'une des équnlions snivn 

/T,T„ M- mP, = = 0, ^'P.P, -I- »ii'P,T,=0 



m mois. 



En siipposiint los paramètres dét 



iiibicr 



■nt, 



ile, les équntinns éf; ni va le rites 

/T.Tj + rP,P3 = 0, P5(mP. -i-m'T_,) = 0, 

première donne la droile Pj ([iil passe 
par les points(T,P J, (T^P,), et Iii 
ligne qui jnint les points iTiP,), 
(T^Pg) ; comme celle-ci doit coïn- 
cider avec iRp, -t- m'Tj = 0, les 
imis points (T,P,), (T,Pj),(T,PJ 
(nés sur une même droite ; 
ce i\n\ démontre le tliéorème. 

TiitonÈME cOBBÉLiTiF. Quand 

un triangle est circonscrit à une 

conique, les droites ^ui joignent 

les sommets aux points de con~ 

même point. 

nations 




(fiel des eùles opposes se coupent 

On le démoQire comme le pri^cédeni, en supposant q: 
renferment les eoordonnées langentielles. 



390. Lorsqu'un quadrilatère est inscrit dans une conique, les points 
de concours des tangentes aux sommets opposés sont sur la droile des 
points d'intersection des côtés opposés. 
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SlP,=0, P^=0, Pr. = 0, P4 = sont les côtts (iu quadrilatère 
insci'it, Tt = 0, Ts ^:0 les tnngonles à deux sonimets opposés, et D = 
la droite qui réunit ces derniers, 1rs 
cquiilions de la conique 
/PîTi+»(PiD=0, i'PiTs-i-m'PîD^O, 
donnent l'identité 
/PîTi -H mP.D -H rPa'ô + »»i'P.D = 0, 
et les équations équivalentes 
IV^T, -4-/'PiTb =0, D(mP, H-m'Ps) = 
montrent que les points (TiTs), (PsPi), 
(PiPî) sont en ligne droite. 

De même, si D| = est la seconde diagonale, 
sont les tangentes aiu deux autres sommets oppo; 
équations de la conique 

/T5Pi-+-mP,D,=0, /'TiPs + m'Pr.D, =0 
enlraîncnl l'idenlilé 

n',P4-i-JHP,Di -i-i'TiP, -i- ni'WT), = 0, 
et les équations équivalentes 

mP*-4-;'T4P5=0, Oi{raP, +mT,.) = 

prouvent qne le point (TjTj) appartient aussi à la droite des points de 
concours des cotés opposés. 

TiiËOHËniE connÉLiTiF. Dans un quadrilatère circonscrit à une conique, 
les diagonales et les cordes de contucl des côtés opposés se coupent en nn 
même point. 




591. Quand un quadrilatère est inscrit dans une conique, lus points 
d'intersection deslangenles auxsommets adjacents avec deux côtés opposés 
et te point de concours des deux autres côtés opposés sottt sur une même 
droite. 

Des équations do la conique (T,T4-+-HiPi'=0, rr-Tr,+mTa-=0, 
/"PiP3-t-Hi"PsPi=0, résultent les idenliles 

/Tiï*-t-M)Pa*=rT5T,-HHj'P.'=("PiP!-+-IJ("PsPj. 

On en tire 



n,Ti~l"ViP:.=0, 



Pi((HPi— i(('T.)=0 
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qui repréaentcnt les mêmes tîi'oiles; ]n première est salisfiiitc en posant 
T,=0,P,=0, T^ = 0, P,=-0; Ifs poinls (T,PJ, (l\V,) sont svir une 
même droite avec le point (P5P4). 

De môme les équations équivalentes 

i'XjT, — i"P,P, = 0, PjKPa — irt"PJ = 

prouvent qiio tes points (T,Pj, (T^P,), (P^PJ sont en ligne tfroitc. 

Enlin les équations de la conique n,T^+mP,^=^0, l"rj:^-t-m'PJ^O, 
/"P,P, -H m"'PJ'i = entraînent les identités 

irj^ -h mP,'=/'TjT, -(-m'P,^ = rP,P,-t-m"P,P, 
qui conduiront aussi à deux sj'stèmes de trois points en ligne droite, 
savoir : (T.PJ, (T,PJ, (P.PJ et (T^PJ, (T^P^,) (P,PJ. 

Théobéuiî coanÉLATiP. Dans un quadrilatère circonscrit d une conique, 
les droites qui joignent deux sommets opposés aux points de contact des 
tangentes issues de l'un des deux autres xommels se coupent sur la diago- 
nale qui joint les deux autres sommets opposés, 

995. Si on considère h quadrilatère inscrit et le quadrilatère cir- 
conscrit correspondant. Us diagonales des deux quadrilatères se coupent 
en un même point et fonnent un faisceau harmonique. 

Le quadrilatère elrconscrit correspondant ;\ un quadrilatère inserit est 
celui dont les côtés ont pour points de contact avec la conîqne les sommets 
du quadrilatère inscrit. Cela étant, d'après la fig. 107, on peut écrire 
l'identité 

/T,T, -)-mD= = n\T4-t-m'D,= 
quirrsultedcséqualionsdeIacourbc;T,T,-HJHD^=0,;'TaT^-4-«t'D,^=0; 
par suite, les éqttalions 

"iT,T, — f'Tjl^ = 0, «iD' — 1J('D,= = 
représentent le même iieu; la seconde donne deux droites qui pnsscnt 
par le point d'intersection des diagonales du quadrilatère inserit, et qui 
forment un faisceau harmonique avec D et Di; en vertu de la première, 
ces droites coïncident avec les diagonales du quadrilatère circonscrit. 

Thêohèsie connÉLATiF, Les points de concours des côtés opposés d\m 
quadrilatère inscrit dans une conique et les points de concours des tan- 
gentes aux sommets opposés sont en rapport harmonique. 
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S83. Quand une conique est conjuguée à un tntt7igle P^P^P^=Q, 
deux tangentes à la courbe dioisent karmoni<iueinenl les diagonales du 
quaâfilatére formé par les côtés du triangle el la corde de contact de ces 
tangentes. 

En effet, soient T = 0, T'=Oles tangentes nt P^ = la corde des 
contacts. Les équations de If» conif|itc 

/,P,^ -1- l^P^-- -t- l,\\^ = 0, et TT' + l,P^^ = 0, 
donnent l'idenlilé 

/,P,^ + /^P,^ + ^3?,' -i- /^P/ + TT' = I), 
et, par suite, les éf|iia[ions équivalentes 

;,P,^ -+- ;,P/ ■+■ l^P,^ 4- /,P/ = 0, TT' = 
expriment que les droites T et T' forment une conique conjusiuée au 
quadrilatère PiP^P^P^; donc ces tangentes divisent harmoniquement les 
diagonales. 

Théorèmb corrélatif. Quand un triangle dont les sommets sont P, = 0, 
Pj = 0, Pj = est conjugué à une conique, les côtés opposés du quadri- 
latère formé par les points P,, Pj, Pj et un point quelconque P^ du plan 
divisent harmoniquement la droite des contacts des tangentes d la courbe 
issues du point Pj. 

29*. Un triangle P^P^P^^^^O étant conjugué à une parabole, si on 
mène un diamètre quelconque, la tangente à l'extrémité de ce diamètre 
est la médiane du quadrilatère formé des côtés du triangle et du diamètre. 

Soit P^ = un diamètre d'une parabole, et X = la tangente à l'cxtré- 
m'aé ; la courbe étant représent<ie par i'une des oqnalions 

P,2 -- 2pX = 0, i,P.' -t- hP^ + kPrr = 0, 
on a identiquement 

^,P,= -t- f,P,» + (jP,* + Pj^ = 2/)X 
et, par suite, la droite X = étant conjuguée au quadrihitère P,P P^P, 
doit passer par les milieux des diai^onnlcs de ce polygouc; ce qui démontre 
le théorème. 

39iS. Les couples de droites conjuguées à une conique donnée et 
menées par un point fixe sont dii-igées suivant les diamètres conjugués 
d'une seconde conique. 
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l!n effet, soit C = une droite fisc située dans le plan de In conique 

donnée S ; par le pôle de celte droite, menons les couples de droites con- 
juguées à S, A = et B = 0, A' = et li' = 0, etc. La courbe S iium 
pour équations 

iA^ -1- mB' -H G« = 0, /'A" -h m'B'^ -h C^ = 0, etc. 
car les triangles ABC, A'B'C... sont évidemment conjugiiés à la conique. 
On en déduit les identités 

lA' -1- mB^ s l'iV -t- m'ii'' 3 . . . , 
et les éqiralions équivalentes 

;A= -t-mB==l, rA" -V- ffl'B" = l 

représentent la même courbe du second ordre; leur forme indique que 
A et B, A' et B'...., sont les diamètres conjuguiis d'une même conique, 
et le théorème est démontré. 

Dans le cas particulier où le point fixe coïncide avec le fojer de la 
conique donnée, les droites conjuguées étant perpendiculaires, la seconde 

§ 2, RELATION LINÉAIRE ET HOMOGÈNE ENTRE LES CARRÉS DES DISTANCES 
DE SIX POINTS d'cJKE CONIQUE A UNE DROITE QUELCONQUE; EHTBE LES 
PRODUITS DES DISTANCES DE SIX COUPLES DE POINTS, CONJUGUÉS A UNE 
CONIQUE, A UNE DROITE QUELCONQUE. 

396. Lorsque six points reprèsenlés par Us équations 

P, = 0, p2 = 0, P5 = 0, Pi-=0, P^ = 0, Pa = 
appartiennent à une même conique, on peut toujours déterminer six 
coe^cienls ïj, ^a, ''3. ^4- ^s' ^e '^*' manière à avoir IHdentilé 2. ^,P,^^0, 

Soient {a;,, y,}, {x^, y^) ■■■•{x^, y^ les coordonnées de si\ points appar- 
tenant à la conique 

a- h' 
Ou a les égalilés 
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(6) 



' 0, 



(6) ^ * =0. 

D'un autre coté, pour que !'im ait l'idenlité 

il faut que les eocfficients des lermcs on w^ mi, l■^ u, v cl ia quaiUÎtc 
indépendante de ees variables soient nuls séparément, ei, par suilc, que 
les eoefficienls ^, \^ satisfassent aux équations 



[2') \ 

(4') X, 
(5') ^,y, 



->.,a 



-La 



. . =0, 



= 0, 



= 0. 



, -t- \x^ -H 

- \rji -t- 

(6') \-^\+ 

La combinaison des équations (!'), (3') et (6'), après avoir divisé la 
première par «' et la seconde par 6^, conduit à In relation 

1. ^,a;,^ J ^),'/,^ 



% 



= 0. 



Hiiis, si on multiplie les relations (1), (2),.... respectivement par Ai, 
3.9, L, , et si on ajoute iiicnibre à membre, on trouve 
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Il en résulte que, si les points sont sur la conique, la relation {k) est 
une identité, car elle se rëduii à ^ 0; les équalions (!'), (3') et (C) ne 
fûriucnt que deux éqnations distinctes, qui, ajoutées aux trois autres, don- 
ment un système de cinq équations suffisantes pour déterminer les rap- 
ports ii :lj : ï,î.... de manière à avoir la relation identique 2 ^Pt' = 0. 

Réciproquement, lorsque six points du plan P, ^^O....Pe = don- 
nent Heu à l'idenlité Z ^^|P^^ ^ 0, ces points sont situés smî- une conique. 

Car, dans cette liypollièse, on a les égalités (!'), (2'), (3').... et aussi la 
relation (It) déduite des précédentes, a et 6 étant des quantités indéter- 
minées. On peut supposer que a et 6 soient les demi-nxes de la conique 
déterminée par les cinq premiers points et ayant pour équation 

Or, cette relation (k) étanl développée devient 

et, comme les cinq premiers Termes disparaissent, puisque les points 
{a^i, yî) ■■■• {xs, ys) appartiennent à la conique, on doit avoir 

et le sixième point appartient aussi à la même courbe. 

Théobèmë corrélatif. Lorsque six droites Pj^O, .... Pc = sont 
tangentes à une conique, on peut déterminer des coefficients ï,, i^, .... ?„ 
de manière à avoir l'identité 2 i(Pi' = 0. 

Réciproquement, six droites, situées dans un plan et donnant Heu à 
«ne identité S. î.iPi^ = 0, sont tangentes à une courbe du second ordre. 

En vertu de la signification du premier membre de l'équation d'un 
point et d'une droite, l'identité 2 ïiP,^=0 exprime, dans le premier cas, 
une relation homogène entre les carrés des distances de six points d'une 
conique à une droite quelconque (m, v), et, dons le second, une relation 
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homogène entre les carrés des dislances de six tangentes d'une conique à 
un point quelconque {x, y) du plan. 

297. Lorsque six couples de points PiPi' = 0, ...., PePe' = sont 
conjugués à une conique, on peut déterminer des conslanics M, i.^, .... î-e 
qui donnent la relation identique 1 XiPiP/ ^ 0, 

Soit 

l'équation d'une conique; !n polaire d'un pnïnl (x, . y-,) al rcprcsenléc par 



,V,V< 



= 0, 



et, pour exprimer que deux points {Xt, y-), (Xi', y/) sont conjugués par 
rapport à la eoiirbe, on aura la relation unique 



*^iiKi' yiJ/, 



-1 = 0; 



de sorte qu'il faiil cinq couples de points conjugués pour déterminer une 
conique. 

Cela étant, soient (x,, iji), {x,'!j,') .... {Xs, t/c), (j's'j/e') six couples de 
points conjugués à la conique [c); on aura les égalités 

(S) ïf:.. =0, 

(3) ~+ -0, 

(4) ïgi + _ 0, 

(5) ^-i- -11. 

(6) ÎÎ5L+ _0, 
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Mais, pour que Ton fiil la relation idenviinic 

2^\V-,P^' = ou ^X^if -H-y,o^-l)(a:/H-^-!/,'u+ i)=0, 

il faut que les coefficients de m^, mu, r*, u, v soient nuls séparément fiiosi 
que le terme indépendant des variables et, par suite, les cocffieients 1,, 
/,, ....?,. doivent satisfaire aux relations 



m 

(2') 
(3') 
(4') 
(5') 
(6-) 



l, (a:,.vj' M- xt'yi) ^ 

-^■yt!/'' + 

Ai(xi -1- a;,') -(-■ . 
1,(5, +J,/)-*-. . 

îll -t- ^9 -H ■ ■ ■ ■ 



. les égalités (i'}, (S') et (6') cette i 



ik) 



or, en vertu des égalités (1), (2) .... {6), le premier memljre est nul et 
l'équation (A) est identique; de sorte que les équations (!'), (2') .... {6') se 
réduisent à cinq, et on peut en tirer des valeurs finies et déterminées pour 
les coefficients At,>s,.. de manière à avoir l'identité 2 ïiPiPi'^O. 

Réciproquement, lorsque douze points PiPi' = 0, ..,, PaP'e = satis- 
font à une telle identité, ces points forment six couples de points conju- 
gués h une conique; car il existe toujours une conique conjuguée aux dix 
premiers poinls pris deux à deux et ayant pour équation 



-1 = 



les égiilitcs (!') ... ((i') étant données, on a 
développée, devient 



:i la relation (k) qui, éteint 



/w ^ ï|/ __ ,,-^ ^ . ., Yï*: _^ .»/_ ,^ _ 
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l'A, par liypollièsc, les cinq premiers termes étant nuls, on doit avoir la 
relation 

î!^ ^ -^ _ .] = 

f[ui exprime giie les points {xe,ye), {xe,ya') sont anssi conjiignés h Is 
coniqnc. 

ïiiÉOHÉUK coiiiiiSLAiiF. PouT que SIX covplss (le droUts P|P,'==l).... 
PaP,' = soient conjuguées à une conique, il faut et il suffit que l'on ait 

la relation identique 2 ^,P,P/= 0. 

308. Les théorèmes qui précèdent sont extrêmement remarquables : le 
premier établit une relation analytique entre six points d'une conique, et 
a été donné, pour In première Tois, par M. 0. Hesse, dans un petit 
opuscule sur l'homographie; mais l'illoslre géomètre allemand n'a pas 
indiqué tout le parli qu'on pouvait en tirer pour la théorie des sections 
coniques. Les auti'es théorèmes se trouvent dans l'ouvrage de M. P. Seh- 
REi, Géométrie de direction, où ils servent de base à une nouvelle méthode 
pour la recherche et la démonstration des propriétés descriptives des 
courbes et des surfaces du second ordre. Afin de mettre en évidence 
l'ulililé des relations précédenles, nous allons démontrer deux théorèmes 
qui s'en déduisent avec la plus grande facilite. 

S99. Les sommets de deux triangles conjugués à une conique sont 
six points appartenant à une même conique (0. IIesse). 

En effet, si on rapporte une conique aux triangles conjugués dont les 
sommets sont P, = 0, P^ = 0, Pj == 0, P^ =-0, P, = 0, P, = 0, on a 

les équations équivalentes 

X,P,« -t- ïjP,' H- L'P^^ = 0, Î.^P/ .- /,,P,^ -t- >.,P,' = 0, 
qui cutriiiiicnl l'identité 

s'i.iP.'-i^O, 

el, en vertu du ibéorèjnc fondamental, les six sommets apjiiirlicnncnt à 
une même courbe du second ordre. 

Réciproquement, si'spomfsrf'MMB conique, partages en deux groupes 
de trois points, sont les sommets de deux triangles conjugués à une 
conique. 
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Car, lorsque sik poiii 
l'idenlilc 



irbe du second c 



2 ),P,' = 0, 

qui sii ddeompose tn (Jeux ûquat/oiis équivalentes 

celles-ci représentent une niêmc conique conjuguée aux triangles des 
points de chaque groupe. 

Thëohëue gohuélatif. Les côtés de deux tria?igles conjugués à une courbe 
du second degré sont tangents à une même conique. 

Réciproquement, six langenles d'une conique, partagées en deux 
groupes de trois droites, formtutl deux triangles conjugués à une même 
cojiique. 

300. Quand ua quadrilatère est inscrit dans une conique, une trans- 
versale quelconque rencontre la courbe et deux couples de côtés opposés en 
six points en involnlion (DESAneuEs). 

De l'identité fondamentale à Inquelle donne lieu six points p^, p,, p^, 
/'*' Pb' Po d'une conique, on tire les équations langenticlles équivalentes 
j^P^5 ^ j^P^' = 0, ij>^2 H- ijP,^+ IjP/ + igP„' = 0. 
Lii picmicre repi'csciile deux points tt,, tt, situés sur la droite des 
points, p^ , Pj de lu conique et harmonique- 
ment conjugués avec p, et p^; en vertu de 
la seconde, le système des points TTijTTj doit 
être conjugué au quadrilatère p^pip^ps, de 
sorte que les côtés opposés de ce quadrila- 
tère sont rencontrés par la droite p^p^ 
en des points conjugués à tt, et tt, ; 
donc ks points p,, p^, et les traces de 
deux couples de côtés opposés avec la 
droite p.p^ font trois couples de points 
;nnjugucs avec n, et ira, c'est-à-dire six points en invo- 




liarutoniqi 
lotion. 

Théorème connÉLATir. Quand un quadrilatère est circonscrit à unt 
conique, les tangentes à la courbe issues d'un point quelconque, et lei 
deux couples de droites qui joignent ce point aux sommets du quadrila- 
tère forment un faisceau en invo(u<ion. 
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Car si P, = 0...., Po = 0, sont les équations de six tangentes, ia pre- 
mière des équations précddenles représente deux droites it,, tï^ ([iii 
passent par le point d'inlerseclion des tangentes Pj et P^, et qui sont har- 
moniquement conjuguées par rapport à ces tangentes. Mais, en vertu de la 
seconde, les droites tt,, tt^ sont conjuguées par rapport au quadrilatère 
formé par les tangentes P3, Pj, Pb, Po, de sorte que les sommets opposés 
de ce <iuadrilatère sont deux à deux conjugués par rapport k ces droites ; 
donc les droites qui joigaent le poirii(P,Pj} avec deux couples de sommets 
opposés forment avec les tangentes P,, P^ un faisceau en involution. 

Le théorème de Desargucs permet aussi de construire le sixième point 
d'une conique définie par cinq points pi, ps, p*, ps, ps ; on mène, par le 
point p,, une transversale qui rencontre deux couples de côtés opposés 
du quadrilatère pip^pap» en quatre points tt,, nt, 7r>, ttc; si on construit 
le point pa qui forme avec p, tcs, tti, tts, ne une involution, ce poînl p^ 
appartiendra à la conique assujettie a passer par les points donnés. 

Nous ne pouvons ici insister plus longtemps sur l'utilité de la relation 

fondamentale 2 >,P^' = 0; nous renvoyons le leelcur à l'ouvrage de 
M, Serret d'où nous avons tiré les démonstrations précédentes. 
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CHAPITRE XIV. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES CONIQUES. 



Méthofles de la transformation fles figures : théorie des polaires râciproqnes ; 
fgnres homogrruphiqaes et liaino logiques ; transformation par rayons 
vectears réciproqaes. 



iniiiiAinii. — Comlruclion de (teiKC figures ciirrêlati'ves avec une coniijue ciuxUiairB. Equa- 
tion de la polaire rèeiproqiie d'une courbe pnr rapport au cercle x' -t- y' — '■' = 0. 
Applicalians , Formules qui définitueiit ta Iraifformation homographique et homo- 
logique. UlUîti de ces Iram formation» pour généraliicr un théorème. Priaeipes de la 
Iran' formation par raijons veelews réciproques. 



SOI. Ktant donnije une figiu'c dans un plan, on p 
en déduise, au moyen de cerlaincs règles, une seconde figure dont la 
nuture dépend du mode de tiansrormafioii que l'on a employé pour 
passer de la première à la seconde. Dans tniis les cas, il est visible qu'une 
propriété de la figure donnée va se transformer en une propriété corres- 
pondante dans la figure dérivée. Ainsi, par eiiemple, si un cercle devient, 
après In transformntion, une section conique, plusieurs propriétés du 
cercle pourront s'appliquer aux courbes du second ordre. II est donc 
possible de celte manière, soit de généraliser un théorème ou de faciliter 
sa démonstration, soit d'augmenter le nombre des propriétés d'une ligne. 
Nous allons indiquer brièvement, dans ce chapitre, quelques modes de 
transformation très-remarquables employés par Chasles et Poneelel, les 
denx grands maîtres de la géométrie moderne. 
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I i. TiiiioiirE D!;s polacuks miCd'RfigL'ES. 

30Î. Deux figures sont dites corrélalivex, lorsqu'à un point de lu 
prcmiôre correspond une droite dans h seconde, et à toute droite de li\ 
première, un point dans la seconde. 

Les pi-incîpes de la théorie des pdics et des polaires dans les cnurbes 
du second ordre, permettent de construire une figure correlnlîvc d'une 
ligure donnée. 

Considérons d'nbùrd une figure coinposéo de droites et de points. Après 
avoir tracé dnns le plan une conique auxiliaire S, on détermine les 
polaires des points et les pôles des droites par rapport à cette courbe : 
ces pôles et ces polaires l'orment une nouvelle figure, tellequc les points 
et les droites dont elle se compose correspondent respectivement aux 
droites et aux points de la première. En vertu de la propriété de In polnire 
d'un point relativement fi une conique, à un système de points en ligne 
droite dans la figure donnée, correspond dans l'autre un système de 
droites passant par un même point, tandis qu'un système de droites, pas- 
sant par un même point dans la première, donnera lieu à un sj'slème de 
points en [ligne droile dans la figure corrélative ; de plus, ces figures 
seront réciproques, c'est-à-dire qu'en appliquant le même procédé à la 
seconde figure on retrouverait la première. 

Supposons que la figure dojinéc renferme une courbe quelconque C, et 
imaginons une droile qui se meut dans le plan en restant tangente à celte 
courbe, le pôle de cette droite va décrire, dans la seconde figure, une 
co rbe o e pond n e C qui sera le lieu géométrique des pôles des tau- 
ge à la p en e e Réciproquement, la courbe primitive C est aussi le 
I e d pôle d s angentes à la courbe C. En effet, le point d'inlersec- 
ou de deu anj,c e à C a pour polaire la droile qui joint les pôles de 
ce n},ente e p conséquent, une sécante de la courbe C ; mais, si 
I ne 1 s an^ n s se rapproche indéfiniment de l'autre, leur point 
con u I In e c t le point de contact des tangentes qui coïncident, 
al q e I éc e correspondante devient tangente à la courbe C. 
Doue, une tangente quelconque de C a son pôle sur la ligne C, et 
celle-ci peut se déduire de l'autre de la même manière : de là le nom de 
polaires réciproques donné aux courbes G et C, Les deux figures qui 
renrermenl ces lignes sont appelées figures polaires rÉci/jro(/iivs. 
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303. Une courbe du degré m a pour polaire réciproque une courbe de 
ta m"""' classe, c'est-à-dire une coîirbe à laquelle on peut mener m lan- 
genles par un point donné. 

Car, une droite menée dans la première figure peut rencontrer une 
courbe C du degré )n en m points ; à ces points en ligne droite corres- 
pondent, dans k figure corrélative, un même nombre de tangentes à la 
coui'bc C issues d'un même point. 

II résulte de ce théorème qu'une coupbe du second ordre a pour polaire 
réciproque une courbe du même degré. Celte circonstance permet de 
doubler le nombre des propriétés descriptives des coniques ; car en cher- 
chant la figure réciproque de celle où se vérifie une propriété d'une 
conique, on aura une nouvelle figure qui i-enTermepa une propriété cor- 
respondante et différente de la première. Pour énoncer la propriété réci- 
proque, il faut tenir compte des changements apportés par la transfor- 
mation. Comme un polygone inscrit dans une conique donnée se change, 
dans la figure réciproque, en un polygone circonscrit à la conique trans- 
formée, il en résulte que toute propriété relative à un polygone inscrit 
dans une conique se transforme en une propriété relative à un polygone 
circonscrit. Ainsi, par exemple, on sait que, dans un hexagone inscrit fi 
une conique, les points de concours des cotés opposés sont en ligue droite. 
Dans la figure transformée, l'hexagone est circonscrit ;'i la conique; déplus, 
les points d'intersection des côtés opposés ont évidemment pour polaires, 
par rapport à la conique auxiliaire, les droites qui passent par les som- 
mets opposés de l'hexagone circonscrit. On a donc pour le théorème réci- 
proque ou corrélatif: un hexagone étant cîrconsci'it à une conique, les 
diagonales passent par un même point. En général, pour énoncer le théo- 
rème corrélatif, il suffit de remplacer o droite par point, » i point par 
droite, • « inscrit par circonscrit, » « lieu par enveloppe, « etc. 

304. La conique employée pour la transformation est quelconque, et, 
pour simplifier, on peut prendre un cercle. Soit (/'^. 109) le centre 
d'un cercle de rayon r; supposons qu'il s'agisse de construire la courbe 
réciproque d'une courbe donnée C par rapport à ce cercle. On sait que la 
droite qui joint le centre à un point ( est perpendiculaire à la polaire T 
de ce point; de plus, si s est le point de rencontre de Ol avec T, on a la 
relation 

(y) m-sO = r\ 
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Cclit dlaiit, abaissons du point dos porijcndi 
à la courbe C et pi-enons les lon- 
gueurs (0, ('0 ,.., telles que l'on ait 

(0 -sO =}■% t'O ■ s'O =i'^..., 
les points l, (',.,,. appitrtiendront à 
la coui'be réciproque. Celte construc- 
tion est indépendante de la eircon- 
fcretice du cercle auxiliaire ; elle 
suppose seulement iin point fixe 
et la relation [a) dans laquelle r est uue constante quelconque. 




305. Trouiier t'équalioii de la polaire récîproriue d'une courbe donnée 
par rapport an cercle x^ -+■ y* — j'^ = 0. 

Soit F(j;,?/) = 0, l'équation de la courbe donnée, e( (sr,, y, ) l'un de 
SCS points dont la polaire par rapport au cercle .liiKiliaire aura pour 
équation 

xKi -i- yi/i — r^ = 0. 

Mais, si u et v sont les coordonnées d'une tangente à la courbe réci- 
proque, on peut prendre jiour l'équation de cette tangente 
ux + vy — i :=0. 

En comparant, il vient lus relaiious 



par suite, a;[ = c^K, yi = r^y, et l'équation de la polaire réciproque 
sera F {r^H,r^v) =0. Si la ligne proposée était définie par 9 (m, v)--=Q, 

la courbe 



ciproipic 



le serait par "P ( -5 ' ,j ) = '^^ Rans le eas particu- 
lier où le rayon du cercle auxiliaire est l'unité, on a cette règle : Une 
courbe étant représentée par F (x-, y) =^ ou 9 (m, v) = 0, l'équation de 
la polaire réeipoque sera F {u, u) = ou tp {x, y) = 0. 

Considérons, par exemple, la conique représentée par l'une des 
équations 

Aif + Wxy -H Cx^ + 2D// -H 2Fa: -1- F = 0, 

{D^ — AF) u^ -v 2 (UF — DE) u» -+- (E^ — CF) u^ — 2 (AE — BD) u 

— 'i (Cn — lil!) Il -+- lî= — AC = 
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La polaire récipcoiiiic scia une ciini<iiie définie |iiir les o([uaiions 
correspondantes 

r" (A»^ -H 2Bwu -+- Ct;^) -+- {-2\iu -+- 2Ey) /■' + F = 0, 

(D« — AF ) x= -+■ 2 (liF - DF) xy -t- (E* — CF) ij' — r' [2 (AF ~ I3D) x + 

2 (CD - lifi) 1/] -+- r' (B^ — AC) = 0. 

Comme cas parliciilici', considérons une ellipse rcprùscnuie pai' l'iJcjuiUion 

cl cherchons sa polaire riSciproque par rapport à un poiiil 0, situe sur le 
grand axe, à nnc dislanee a du centre de l'ellipse. Si on transporte 
Torigine des a.ves coordonnés au point 0, l'équiition de l'eliipsc devient 




E = — , ]'':=— — 1 ; en appliquant la dernière équation, on trouve 
que la poliiiie irciproquc de l'ellipse donnée est l'cprésenlée pwr 

La polaire réciproque est une ellipse, une hyperbole ou une parabole 
suivant que a <C <*) * ^ "j " '^ ") e'cst-à-dire suivant qne le point csl 
à l'intérieur, à l'estérieur ou sur la courbe donnée. Il est facile de mon- 
trer qu'il en doit être oinsi : car, si le centre du cercle auxiliaire est 
en dehors de l'ellipse, on peut mener par ce point deux tangentes réelles 
ù la courbe, et comme les droites qui passent par le centre du cercle ont 
leurspôlcs situés à l'infini, la courbe réciproque aura deux points à l'infini 
et sera une hyperbole; quand le point est sur l'ellipse, il n'y a plus 
qu'une tangente qui passe par ce point, et la polaire réciproque n'ayant 
qu'un point à l'infini sera une parabole; enfin, si l'origine est à l'inté- 
rieur de l'eliipsc, aucune tangente réelle à cette courbe ne passe par ce 
point, et la polaire réciproque sera une ellipse, puisqu'elle ne peut avoir 
aucun point sittié à l'infini. 
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torsque le point csl au fiiyer de rellipsp, œ' = a' -~ 6' et les coeffi- 
cients de x^ et de y^ étant (-gaus. dans l'étiiiation (4), la polaire réciproque 
est lin cercle. 

Enfin, si k = 0, IVqiinlion (4) se réduit à 

i- -H 7-: =-777 ' ou b^ii'^ -t- a'x- === !■»: 
la courbe réciproque est une ellipse coucentrii]uc a la proposée. 

306. La polaire réciproque (l'une circonférence, par rapport à un 
cercle de centre 0, est une section conique ayant pour foyer le point et 
pour directrice la polaire du centre de cette circonférence. 

En effet, menons la droite des centres et pjenons celle droite pour axe 
des X. Si l'origine est au point 0, le cercle donné est représenté en coor- 
données rectangulaires par une équation Je la forme 

(■■ + «)' + >(■- H' -0, 
a éliinl la distance des centres et B le rayon du cercle; par suite, l'équa- 
tion do la polaire réciproque sera 

(Ri _ „ï)a.s ^ Hhf — Sc'ax — !■* == 0, 
ou bien, 

H^ (x^ ^ tf) — (oLX + ry- = 0. 

Celte équation exprime que le rapport des distances d'un point de la 
courbe à l'origine et .^ la droite ax -t- r^ = esl constant, et, par consé- 
quent, elle représente une conique qui a pour foyer le point et pour 
directrice la droite ax -i-r^^O ou la polaire du point ( — a, 0) par rap- 
port au cercle auxiliaire; ce qui démontre le théorème. 

30Î. Puisque le cercle peut se transformer en une section conique, 
les propriétés descriptives du cercle s'appliquent aux courbes du second 
ordre. De plus, comme l'angle de deux droites est égal h celui des rayons 
qui joignent le centre do cercle auxiliaire aux pôles de ces droites, toute 
relation métrique entre les angles des droites d une figuie qui lenfcime 
un cercle, se changera en une relation pareille entre ks \ni,lts autour 
du point foyei de la section conique Nous allons donnei ici quelques 
exemples du passage d une ppopritte métrique du cercle a la piopriete 
correspondante de la conique, en priant le lecteur de suivre avec alten- 
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Dans un i;er«le, les rayons mènes uui 
extrémités d'une corde font dos angles 
égaux ovee celle droite. 



Ucns un cerele, Is i 
pandiculHÎrp au rayon 



ngentu est per- 
icné au point de 



lion les chnngcmcnts qui résultent de In tfansformnlion du cercle en une 
conique dont le foyer est le centre du cerele auxiliaire, et dont la direc- 
trice est la polaire du centre du cercle donné. 

Dans un cercle,1es tangentes sont égale- Dans une conique, la droite qui joint la 

a tordo des coiilucts. foyer au poiut d'intersection de deux tan- 

gentes est bissectrice de l'angle des 
rayons vecteurs des points do contact. 

Dans une conique, la droite qui joint te 
foyer au point d'intersection de deux tan- 
gentes est bissectrice de l'angle des droites 
qui vont du foyer aux points d'intersec- 
tion des tangentes et de la directrice. 

Dans une conique, le rayon vecteur du 
point de contact d'une tangente, est pei'- 
pendiculaire à la droite qui joint te foyer 
au point d'intei'seetion de la tangente et 
de la directrice. 

Dans une conique, la droite qui joint le 
foyer au point d'iiltersoctiou d'une sécante 
avec la directrice divise en deux parties 
égales l'angle des rayons vecteurs des 
points de rencontre de la sécante et de la 
courbe. 

Les tangentes a la parabole perpendicu- 
laires entre elles se coupent sur la direc- 

Dans une conique, si on inèno deux tan- 
gentes d'un point de la directrice, la eOL-de 
des contacts passa par le foyer. 

Une corde vue du foyer d'une conique 
sous un angle constant enveloppe une sec- 
tion conique ayant méinc foyer et luênie 
directrice que la première. 



Dans uu cercle, la droite qui joint le 
centre au point de concoui's dus langeâtes 
est bissectrice de l'angle de ces droites. 



La corde qui soustend u 
inscrit dans un cercle passe j 



Dans UD cercle, les tangentes nienécs 
aux extrémités d'un diamètre sont poral- 



Le lieu du sommet d'i 
circonscrit à ua cercle i 
c en trique au premier. 



Si 



h tourner a 



tAGBse meut dans 
plan, les cétés AC ctfiC étant assujettis 
r des deux points lixcs A 
C décrit un cercle. 



point fixe O, la di 



te qui joint les points 
côtés avec deux droi- 
■loppe une section conique. 
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30S. Dans la transformation avec un cercle auxiliaire, Je rapport 
anharmonîqiie de quatre points on ligne droite de la première figure est 
égal au rapport anharmonique du faisceau des quatre droites correspon- 
diintcs dans la figure dérivée ; car les droites qui joignent le centre aux 
quatre points sont respectivement perpendiculaires aux droites du faisceau. 
Il en résulle qu'on peut étendre les propriétés liarnjoniques du cercle aux 
sections coniques. 

Dans une conique, les taugeclcs me- 
nées li'un point de la tlireetrice forment 
avec celle-ci et la droite qui joint le foyer 
à «0 point un faisceau de quatre droites 
liarmo niques. 

Lra sécantes communps de deux coni- 
ques qui ont un Toyer commun vont cou- 
couHr au poinl d'inlerscction des direc- 
IriCf'S, et forment avec celles-ci un fais- 
ceau de quatre droites harmoniques. 

Une tangente variable est rencontrée 
par qualro tjingcntes fixes d'une conique 
en quatre points dont le rapport auliar- 
uionique est constant. 



Dans un cercle les extrémités d'un 
diamètre sont deux points harmouique- 
menl coujugocs pur rapport au centre et 
au point à l'inlini de ce diamètre. 



:s points de 

lu ligne des centres 
niqucnient. 



es tangentes 
les se trouvent sur 
la divisent harmo- 



t M U'u 



Si on joint un 
quatre points lises de celte cour 
rapport anharmonique du faiseea 
obtenu est constant, quelle que 
position du point M sur le cercle. 

Ces quelques exemples suffisent pour montrer l'utilité et l'avantage de 
la théorie des polaires réciproques comme métliode d'invention. Elle 
s'applique aussi aux courbes d'un degré supérieur; le lecteur qui voudrait 
étendre ses connaissances sur cette partie peut consulter les ouvrages 
suivants : 

Traité dei propriétés projecUvea des figures par PoMctiBT. C'est ce géomètre qui est 
l'auteur de lu théorie des polaires réciproques ; il l'expose d'une manière générale 
tome II, page S7, pour les courbes et les surfaces. 

Transfcrotatioii des propriétés mèlriqnea des figures à l'aide de la Uiéurie des polaire* 
réciproques par A. MAiiKnEiu. Paris, 1^97. 

mémoire sur la transfonitalion parnboligue des relations métriques des figures par 
CussLEs. Ji'auleur prend pour courbe auxiluiie une parabole et s'appuie sur le [liéoièrae 
suivant: Les polaires de deux points qutleonques piises par rapport ti une parabole, 
interceptent sur l'axe un segment qui est ugal en longueur à la projection orthogonale 
sur cet axe de la droite qui joint les deux points 

Mémoire de géométrie sur te principe de dnahlé pai CiitSLES, tome XI des m 
couronnés de l' Académie de Belgique. L'auteui expose la théorie générale des lig 
corrélatives, et en déduit, comme cas particulierj la théorie des polaires réciproque 
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^ ^Z. FifiURES IIOMOGRAPHIQUES. 

309. Si, après nvoir formi: la figure corrélative d'une figure donnée, 
on liri a|)plique le même mode de Ira nsforma lion à l'aide d'une nouvelle 
conique, on obtienl une iroîsième figure composée de poinis et de droites 
qui correspondent aux points et aux droites de la figure donnde; à des 
poinis en ligne droite, à des droites concournnles dans la première ligure, 
correspondent des poinis en ligne droite et des droites passant par 
un même point dans la troisième : en un mot, ces deux figures jouissent 
des mêmes propriétés descriptives; on les appelle fiijures homographiqties. 

310. Il esl facile de construire une figure linmograpliique d'une figure 
donnée. Considérons une figure rapportée à deux axes OX, 0¥. Soit M 
(X, Y) un point de cette figure, et m {x, y) un autre point du plan qui 
doit correspondre au premier dans la figure homograpluquc. Posons 

' ' «iX -I- b..y -i- Cl iiiV -i- Ihy -+- d 

a, h, c, a,.... sont des cocRirienls constants. 

Une droite de la figure donnée repn-seiitre par 
(D) pS. -t. 7Y -M- = 0, 

aura pour droite correspondante dans la seconde celle de l'équation 
((î) p{ax -^hij -+- c} -t- [/ («i»; + 6,j/ H- C|) -i- r [a^x ■+■ bsy ■+■ Cs) ;= 0. 

Il est évident que aï trois points de la première figure (Xi, Yj), (X3, Yj), 
(Xs, Y3) sont sur une même droite D, les points correspondants dans la 
seconde {x\,yi), {xt, i/a), (xj, t/s) seront aussi sur une même droite d. De 
plus, si trois droites 

^X -H (fi + r = //X -i- q'X + r' == 0, p"X. + ^"Y -+- *■" =- 
de la figure donnée passent par un même point, on peut trouver trois 
constantes k, k', k" de manière Ji avoir l'idenlité 

k {pX -t- çY -I- r) + k" (p'X -H ^'Y -1- »■') + k" {fX -+- (/"Y + r") = 0, 
et, en remplaçant X, Y par leurs valeurs tirées des relations (H), cette 
identité exprime que les droites correspondantes dans la figure dérivée 
passent aussi par un même point. Il en résulte que lonle figure constj'uile 



y Google 



à l'aide des formules (I[) est liomographiquc avec in pi-oposée : sa position 
et sa forme dépendent des valeurs que l'on attribue aux constantes a, b... 
Réciproquement, quand deux iigiires sont homograpliiques, il existe, 
entre les coordonnées X, Y d'un pninf de l'une et les coordonnées a:, y 
du point homoloi^ue dans l'autre, des ptlnlions de la forme (H); car, pour 
qu'à une droite de l'une des figures corresponde une droite dans l'autre, 
il faut nécessairement que les deux termes de chaque fraction soient des 
polynômes du premier degré en x tX y et que le dénominateur soit le 
même. 

ail. Les formules (II) qui définissent l'homograpliie d'une manière 
générale renferment huit constantes, après avoir divisé les deux termes 
de chaque fraction par Cj, cl à quatre points quelconques de l'une des 
ligures, on peut faire correspondre quali-c points quelconques de l'autre; 
car, en substituant les coordonnées de ces points, on aura huit équations 
porrr déterminer les constantes arbitraires. 

Les points situés à l'infini dans la première figure ont, pour homologues 
dans la seconde, les points delà driiite représentée par l'équation 
(I) ùiX -+- biy -1- c* = 0, 

de sorte que les droites de la figure dérivée qui correspondent aux droites 

parallèles de la figure donnée vont se rencontrer sur la droite (I). 

Enfin, il est utile de vérifier, si deux figures homographiques peuvent 
avoir des points qui se correspondent à eux-mêmes. 

Pour qu'il en soit ainsi, on doit avoir X = ce, y = i/ et les équations 
(|[) deviennent 

X (oaX -+- b^y -H Cl) = fi-e -h 6;/ -t- c 
i/{asK-i- 6sï/ -1- e,) = o,3: + b,y -\- o,. 

Ces équations sont du second degré et représentent deux hyperboles 
qui ont chacune une asymptote parallèle à la droite (I)osr-(-6ii/-t-Cs=0; 
car il est visible que la droite 1 ne rencontre chaque courbe qu'en 
un point. 

Il en résulte que les deux hyperboles ne peuvent se rencontrer qu'en 
trois points situés à une distance finie, et il n'existe que (rois points qui 
coïncident avec leurs homologues dans les deux figures : ces trois points 
s'appellent points doubles. 
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31I3. Considérons deux figures homogruphiqucs; soient 
A = 0, B = 0, C = 

les équations do trois points de la première ligure, et 

celles des points coi'respondanls de la seconde. En rapportant les figures 
respectivement aux triangles ABC et apy, les formules de la transforma- 
tion homograpliique en coordonnées tangentîclies seront 

/f.. ABC 

puisque les points a = 0, |3 = 0, ^=^0 doivent correspondre respective- 
ment aux points A = 0, B = 0, C = 0, Les deux constantes m et n se 
déterminent en faisant correspondre deux autres points dans les figures. 
Si les équations précédentes représentent des droites correspondantes, 
les formules (h) seront celles de la transformation homographique en 
coordonnées triangulaires. Les coefficients m et n permettent de faire cor- 
respondre une quatrième droite de la seconde figure à une quatrième 
droite de la première. 

313. Dans deux figures hnmograjihiquËS , le rapport ankarmOHi(fue de 
quatre points en ligne droite est égal à celui des quatre points correspon- 
dants. 

Soient 

A = 0, l!-=0, A — fcB = 0, A~A''B=0 

les équations de quatre points en ligne droite de la première figure. 
Les points correspondants, dans la seconde, sont représentés par 

« = 0, p = 0, m« — «^3 = 0, ma — «t'^ = 0. 
Les rapports auli.irinoniqiies de ces deux systèmes de points sont 

k m 

t? '' ^' 

ces rapports sont donc égaux. 
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314. Dans deux figures hoiiiographiquex, le rapport aiiharmonique 

de quatre droites issues d'un même point est égal à celui des quatre 
droites correspondantes. 

Même raisonnement que dans le numéro précédent, en supposant que 
les équations représenlent des droites. 

315. Il résulte des formules (H) et [h) que la triinsformation homo- 
graphique ne change pas le degré d'une ligne; la courbe homographique 
d'un cercle sera, en général, une section conique. Toutes les propriétés 
descriptives du cercle et les propriétés métriques qui ne dépendent que 
des rapports anharmoniques s'étendent aux sections coniques. L'homo- 
graphie sert a généraliser les propriétés de l'étendue, en passant d'un cas 
parliculier d'une proposition à la proposition générale. 

Exemples. 

En. t. Menons dati$ un cercle diUcrents diamètres; le point liarnioniijue conjugué 
du centre, par rapport aux cxirémiliïs de chacun d'eux, se liouvc à l'infini. Si on appli- 
que la transformation homographique, le cercle se change en une section conique ; aux 
diamètres correspondent desseeanlcs qui passent par un point fixe, et le point conjuguii 
harmonique de ce dernier, par rapport aux points où chaque sécante rencontre la 
Gourlie, doit se trouver sur une droite I qui correspond à l'iafmi de la première figure. 
De là ce théorème ; Si, par tmpoial ^e, o« mine des iècanles à une ionique, le liai du 
cotijvgué harmoaitjyÀe da point fUce, par rapport uwc points d'inlerseclion de chaqua 
aécanle aoec la courbe, eel une ligne divile. 

Ex. ». Inscrivoiis, dans un cercle, un hexagone tel quc les cotés opposés 1 et ^, 2 et S 
soient respectivement parallèles; tes deux autres cotes opposés S cl 6 seront aussi 
parallèles, de sorte que les points de concours des côtés opposés se trouvent à l'infini. 
Par la transforma lion homographique, on aura un hexagone quelconque insci'it dans 
une conique et dont les côtés opposés se rencontrent sur une droite I qui correspond à 
l'infini de la première figure; ce qui démontre le théorème de Pascal. 

Ex. 8. Un triangle variable élanl intcril dam une conique, ai deux de ses eâlôa postent 
par denx point» fiires, le Croisième enveloppe tme sealion eonigiie doublement tangente à la 
proposée suivant ta ligne des points fixes. 

Pour deniontier ce theureme, cousidcrons un triangle inscrit dans un cercle dont 
deux cote^ sa meuvent parallèlLment ideui lignes fixes, le troisième c6tc conserve évi- 
demment la même longucm et par 'uitc, il enveloppe un cercle concentrique au 
premier. 

Par la [ransfotmition hcmogiiph quL on aan un triangle inscrit dans une conique 
dont deux cotes louintiit uutoui de deux points fixes, situes sur la droite qui corres- 
pond à I inhni de h picmeie iLguie, et le troisième cété enveloppera une section 
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t être considcrés c 



avant un douille ce 



Coui(|iie qui louchera lu premièi 
dnuï cercles concenti'iques doive 
l'inlini. 

Le théorème corrélatif du précëdcut peut s'énoncer ains[ ; 

Un triangle étant circonierit a JOie conique, gi deux de set lommels gliisml sur deux 
lignes fixes, te troisième sommet décrit une eoniqm doabO tuent tangente à la proposée 
SHionnt la poUiira du point d'intersection des droites fixes. 

Ex. A. Soient deux augles coustanlsaet^ qui lournent a 
et Br de manière à ce que les calés MA et MA' se coupent sui 
tersectïoM a des deux autres cOtés dcerira un cercle qui passe 

5lSIM'-f-A'8iimi.is 



En elTet, l'angle KaW e: 
il est Taeile de voii' que l'ai' 




réduit i c 


kux droite», l'une d 


laquelle se 

d'une coni 

Si dmx 


coupent deuï cités 
ique: 
angles constants AllU 


W de telle 


' sorte gm deux eûtes 


deuxautr, 


t cités décrit une seeli 


Cetle co 


nstruetioR a été doni 



our de leurs sommets III 
m cercle ; le point d'iii- 
r les pointa M et M', 
'arc MM' est constant, et 

ionslanl, lorsque les côtés MA' et M'B tournent 
des points M el M' ; car, d'après la nature du 
côtés tournent h la Tais d'un même 
iingle. Donc, l'augle MnM' étant constant, le sommet >« 
décrit une circonférence qui passe par les points Met M'. 
Par la transfoi'inalion homographique, on arrive au 
théorème suiraiit: Si den-c angles constnnts a el ^ tour- 
nent autour de leurs sommets M et M' de manièi'e gue le 
point d'intersection de deuxeàtés se meuve sur une coni- 
que pasuanl par les points M cl M', (e point d'intersec- 
tion des autres côtés décrira atissi une section conique 
passant par ces mêmes sommets. 

Dans le cas particulier où la première conique se 
'elles étant MM' et l'autre une droite quelconque sur 
des angles mobiles, on arrive à la construction suivante 

' =; a, AH'B = fi lournent autour de leurs sommets M et 
se coupent sur une droite fixe, te point d'intersection des 
on conique gui passe par les sommets des angles mobiles, 
ée par Newton. 



^ O. FIGURES HO«ÛLOC1Q[JES. 

316. Deux figures sont appelées komologiques, lorsque les points cor- 
respondants se trouvent sur des droites qui eoneoupont en itn môme point, 
tandis que les droites correspondantes se coupent sur une mcme droite. 

PoNCEr.ET a exposé le premier la théorie des figures homologiqiies; il a 
donné le nom d'homologues aux points et aux droites qui se correspon- 
dent dans les deux figures. Le point où concourent les droites qui renfer- 
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ment deux poinis homologues est le cvntrp. d'homolugie, e( la droite fixe 
où se rencoiilrent les droites homologues, Vaxe d'hornologie des deux 
figures. 

Considérons une figure quelconque rapportée h deux axes OX, OY; 
soient X, Y les coordonnées de l'un de ses points, et xo, yo celles d'un 
point fixe du plan. Si on représente par x, y les coordonnées dn point 
homologue du premier, toute figure construite ou moyen des formules 

X-»,_Y_-^^^ ! 

a; ~- a'o y — y^ Ix + my ■+■ n 
sera homologique avec la proposée. En effet, on en déduit 

X — a;,, X — x„ 
et deux poinis homologues quelconques (X, Y), (x , y) sont en ligne droite 
avec le point {Xq, y„). De plus, à toute droite de la figure donnée repré- 
sentée par 

/)X -4- (J'Y + r == 0, ou p(X — Xo) -+- ï(Y— f/o) -+■ pxo -+- (/i/o -t- r = 0, 
eori'espoiid une droite ayant pour équation 

;) {x ~ Xo) -1- q{y—yo) -I- (p^o -h qy„ -+- r) [Ix -c my + n) = 0, 
et il est visible que le point d'intersection de ces droites se trouve sur la 
droite fixe 

(P) Ix -i-my -^ u~- i =Q. 

La seconde figure est donc homologique avec la proposée ; le point 
[x^, jj) est le centre, et la droite {P) l'axe d'homologic. 

Béuip roque ment, étant données deux figures homologiqucs, les coor- 
données de deux poinis homologues (X, Y), (x, y) sont liées par des rela- 
tions de la forme (K), En effet, puisque ces points se trouvent en ligne 
droite avec le centre d'homologie (j„, y^) on doit avoir 

X — Xo" x — x,' X — Xo y-y,' 

et, connue à une droite de l'une des ligures correspond une droile dans la 
seconde, chacun de ces rapports doit être égal à une fraction dont le 
numérateur est une constante ou l'unité, et le dénominateur une fonction 

du premier degré en x et y. 



y Google 



— 598 ~ 
Lorsque le centre d'homologie coïncide iivce l'oiii^iiie des coordo mîtes, 
les formules (K) deviennent 

X y ix + my -^ n 

31T. Les ligures liomologiques rentrent dans Ifi cfitcgon'e des lîjçiircs 
homogra pli iq lies, cai" les formules (le) dérivenl des formules (II) (N° 310) 
en posiint « = 6, = 1 , 5 = c = a, = c, = 0, as^=l, da = m, Cs = n ; 
mais elles renferment une infinité de points doubles déterminés pm- 
les équations 

X {tx -t- my -t- n) ^= x, y {Ix ■+■ my -\- n) = y, 
ou 

cc{lx -\- my -^^ n— \)^=0, y {Ix -t- my -^ n — 1) = 

obtenues en posant X = a:, Y = y. Il en résulte que le centre d'Iiomo- 
logie (a;=y^O), el les points de l'axe d'Iiomologie Ix -t- my -h « — 1 =0 
sont des points qui se correspondent h. cux-inâmcs dans les deux figui-es; 
par suite, toutes les droites qui passent par le centre sont dos droites 
doubles. 

31S. Soient 

A = 0, B = 

deux droites qui passent par le centre d'Iiomologie de dciix figures, et 

A — tu -= 
une droite quelconque issue du même piiint; la droite homograpliiquc 
coi-respondiinlc sera (N" 312) 

Mais, dans deu f j, ire h nologiques, cette droite doit coïncider avec 
la première qui pisse [ ar le ce tpc d'homologic ; donc m = » ; les for- 
mules de 1r transfo ma o I mologique en coordonniîes triangulaires 
ne renfermeront | n seul \ ar notre et seront de la forme 
V_R_ C 
a [3 my 
C = 0, étant l'équation de l'axe d'homologic ; A, B, C et a, (3, ■/ sont les 
coordonnées de deux points homologues des ligures rapportées à un même 
triangle de référence ABC = 0. 
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On voil inimédiafemciiL que deux droîlfis homologues 

AA -t- ^B + vC = et /a + izp -H vmy = 
se coupent sur l'axe. 

319. On pcuf étendri! aux figures homologiques les propriétés des 
figures homographiques. Ainsi, le rapport an harmonique de qEiatre points 
en ligne droite ou de quatre droites qui passent par un même point de 

la première figure est ^gal à celui des quatre points ou des quatre droites 
homologues. La transformation homologique ne change pas le degré d'une 
courbe, cl, en général, un cercle se change en une section conique. On 
peut ainsi, comme par l'homographie, généraliser une propriété d'une 
(ïgurc et déduire plusieurs propriétés des sections coniques de celles du 
eercJe. 

Exemples. 

Ex. 1 , lieux coniques dans un plnii sont toujours honiologiqttes. 

Considérons deux coniquts qui se eoupcut en quatre pointa réels, et menons les tan- 
gentes communes A et B. Soient C et D les sécantes communes cunjuguées qui passent 
par le point d'interseclioLi des cordes de contact des tangentes communes. Rapportons 
les deux courbes au triaDgle AUC ; les cquallous des cordes de eoiitacl seront delà 
foi'jne 

JA -H /:lB -t- vC = 0, )A -t- ,«B -»- v'C = 

puisque la seconde passe par le point d'inlcrsection du eùtc C avuc la première Cela 

étant, les deux coniques sont représentées par les équations 

AB — (JA -H /xB -(- ïC]' = 0, 

AB — (lA -t- >iB -4- v'C)' == 0, 

et, comme on peut passer de la première à la seconde avec les lelatioiis 

A_B_X 

"~^~Vï' 
les deux coniques sont homologiques. Le point de concours S des tangentes communes 
est le centre, et la sécante commune C l'axe d'horaologie. On arriverait évidemment au 
même résultai, en prenant pour te troisième cSié du triangle de réféicace l'autre 
sécante commune Dj donc les sécantes conjuguées C et D sont deux axes d'hoinologie 
qui correspondentauci^ntre S. On verrait,de la même manière, quo le point de con- 
cours S' des deux autres tangentes communes est aussi un centre d'homologie dont les 
axes sont encore les mêmes sécantes communes C et D. Les autres points d'iul 
dos tangentes communes sont également lies centres d'homologie ayant pour a 
autres sécantes communes conjuguées. 
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Puisque deax coniques situées d'une mamêrc quelconque dans Uii pLnii ont toujours 
deux sécanles conjinuncs et deux ombilics réels, il existera donc toujoui's deux centres 
d'honiologiu et deux axes qui leur correspondent. 

Ex. S. Si dean) comijnes se toucheal, le point de conlael est nn centre d'/wmologie des 
deux courbes. 

En effet, si deux points d'intersection de deux coniques sf confondent, ti-s deux tan- 
gentes communes coïncident, et leui' point d'intersection, à la limite, est le point de con> 
tact des courbes. L'nxc d'homologia sera, dans ce cas, la droite qui passe par les deux 
autres points d'intersection des coniques. 

Corollaire. Si deux cnniqucs ont un double contact aux points s et s', les tangentes 
en ces points se coupent en un point S qui sera uu centre d'homologie dont l'axe cor- 
respondant est la corde des contacts. Les points a et s' sont aussi des centres d'homo- 
logie dont les axes sont les tangentes qui aboutissent au point S. 

Ex. 3. Si auloiir d'un point d'une coniqae on fuit tourner un angle de grandeur 
constante, la corde intereeplée rfans la courbe enveloppe une section eoniq^ qni a un dmdile 
contact avec la proposée. 

Imaginons un cercle qui toucbe la conique donnée au sommet de t'angle ; le point de 
contact étant un centre d'homologie, la corde interceptée dans le cercle est homologue 
à celle qui est Interceptiie dans la conique î mais la première enveloppe un cercle con- 
centrique; donc la seconde enveloppera une conique qui aura un double contact avec 
la proposée, puisque deux cercles concentriques ont un double contact sui unediojte 
à l-inlinl. 

Dans le cas particulier où l'angle est droit, la corde interceptée dans le cctcle est 
une droite qui passe constamment par le centre du cercle ; or, le cercle et la concque 
ont même normale au point de contact, et celle-ci est dirigée suivant le dtamelre du 
cercle qui passe par le sommet de l'angle; de là ce théorème : Un angU dfoil, gui 
lovrne autour d'un point d'une conique, intercepte sur celte courbe une eoi de qui passe pni 
unpoinl fixe de la nonitale au somniet de l'angle. 

Ex, 4. Deux '^niques qui ont un foyer commun sont /lomologiquea , 

Quand l'origine des coordonnées est SU Foyrr, une conique csl représenléc par une 
équation de la forme 

X= -t- Y' - (vX -h |3Y -+- -/)' = 0. 

X = , Y = ' ^ - , 

on [rniive nnc: équation de la même forme, qui sera celle d'une nou\<!llr criiiji^Lic uyaiit 
pour fo^er l'origine. Le fojcr commun est donc un centre d'Iioraologie dos deux 

Il résulte, de ce théorème, qu'un cercle de rayon quelconque décrit dulojerd'unu 
conique, comme centre, sera bomologique à cette conique; car, dans un cercle, les foyers 
sont confondus au centre. 

On pourrait démontrer les propriétés focales d'une conique en partajil de ce théorème. 

Ex. s. La simililiide de ihux figures est nn cas parlicidier de t'Iiomulogie. 
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l^ ui = 0, duiis les formules (i), 



Dans ce cas, les droites homologues sonlparslièles, et l'axe d'Iiomologie esta l'infini ; 
deux polygones doilt les sommets sont sur des droites qui passent par un même point 
ayant leurs câtés parallèles seront semblables; car il est évident que les angles sont 
égaux chacun à chacun et que leurs câtés sont proportionnels. 

Puisque deux couiques semblables sont homo logiques, les centres de similitude de 
ces courbes seront des points de concours des tangentes communes, et deux coniques 
homothétiques auront une sécante commune è l'înllai, qui D'est autre chose que l'axe 
oii vont concourir les droites homologues parallèles. 

RemarqHe. Ouvrages à consulter sur l'Iiomographic et l'iiomologie : 

Chasles. Aperçu historique mr l'origine el le déviiloppemenl des mélhodes en Géométrie. 
On trouve dans cet ouvrage un mémoire sur deux principes généraux de la science : le 
dvalilé et fliamogruphit. 

PoNCELEi. Traité des propriétés projective» des figures. L'auteur y développe longue- 
ment sa théorie des ligures homologiques, et montre tous les avantages qui en découlent 
pour l'étude des figures. 

g 4. TRANSFOIWUTJOS PAR R.WONS VECTEURS RÉCIPROQUES. 

330. SupposQns que l'on ail une courbe S et un point fixe 0; 
raenuns, par ce point, le rayon OM qui .iboutil en un point M de la 
courbe donnée, et prenons, sur cette ligne, une longueur Om telle que 
l'on ait 

Om-OM =k^, 
k étant une constante. En répétant celle constniclion sur les différents 
rayons menés à S, le lieu du point m sera une courbe dérivée de la 
première, à laquelle on a donné le nom de courbe inverse de la proposée. 
Le procédé employé pour construire une flgui'e inverse s'appelle trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques; le point est le pôle, el la 
constante k le module de la transformation. 

Afin d'établir les formules de transformation, supposons, en premier 
lieu, que la courbe proposée soit définie en coordonnées polaires par 
l'équation 

F(p,») = 0, 

le point fixe étani le pôic. Désignons par r fc rayon vecleur do la 
courbe Inverse; on aura, par définition, 
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r suite, la courbe invt'rsc anrfi pour ûiiimlioii 



<4)-- 



Soil, en second lien, ç (x, y) = réqiintioa do la courbe |>roposce 
rapportée h un sj'slcmc d'axes rcclangulaircs issus <Iu point 0. Appe- 
lons 5, ï] les cooi-donnécs du point m qui eoreespond au point M (x, y) de 
la eourbc donnée : on aurn les égiilités 
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391 . Comme application des formules précédentes, eherclions d'abord 
la courbe inverse d'une droite ayant pour équation 
A»; -1- lîx + C =- 0. 
Par la substitution des valeurs de x et de y, il vient 

par eonscqucnt, l'inverse d'une droite enl un cercle qui passe par le pôle. 
Si on fait une substitution analogue dans l'équation 
a:' -h ^* -h Hax •+- 26t/ h- c = 0, 
on trouve pour l'équation transformée 

c (?' -+- ïl=) + 2P (al + b-^) -H /(* = ; 
elle s'abaisse au premier degré si c = 0, Donc, l'inverse d'une circonfé- 
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renceest une circonférence; dans le cas où elle passe par le pôle, l'inverse 
se réduit à une droite. 

aSS. La polaire réciproque d'une ligne plane S, par rapport à un 
point 0, est l'inverse de (a podaire de ce point. 

En effet, soit 

F {u,v) = 
l'équation de la ligne S ; la podi^irc de S, par rapport à i'originc, sera 



ceprésenlée par 



En vertu des formules de transformolîon, l'inverse de la courbe (P) 
aura pour équation 



<|. 1)-^ 



c'est précisément l'équation de la polaire ri^ciproque de S, par rapport ii 
un cercle de i-ayon k. 

3S3. Les propositions qui précèdent se démonti'ent facilement par 
la géométrie clé m en ta ire ainsi que les deux propriétés suivantes : 

Les tangentes aux points m et M qui se correspondent dans une courbe 
et son inverse sont également inclinées sur te rayon OM ; 

L'angle de deux lignes quelconques qui se coupent est égala l'aîigle 
des deuxlignes inverses, 

La transformation par rayons vecteurs réciproques c m n mp 
tante que la transformation par polaires réciproques [ \ i 

est quelquefois très utile pour simplifier les démonstrali d [1 li 
a été employée avec succès, comme métliotte d'ini g n p u 
obtenir des propriétés nouvelles d'une ligne qui varien n I Ii 

que l'on fait du pôle de transformation. Nous ne ] 
davantage sur ce sujet, et nous terminerons en propos; 1 d 

démontrer les propriétés suivantes : 

i ° Deux cercles, situés d'une manière quelconque dans un plan, peuvent 
toujours être regardés comme inverses l'un de l'autre; 

2° Les tangentes a^ix points correspondants de deux cercles inverses se 
coupent sur l'axe radical des deux cercles ; 
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5" Deux figures inverses F,, Fj d'une même figure F, correspondant à 
deux valeurs différentes du modtde, sont komothétiques ; 

4" L'inverse de la podaîre du centre d'une conique est une conique ; 

B° L'inverse d'une conique ayant pour foyer le pôle, est une conckoMe 
circulaire ; 

6° L'inverse d'une parabole ayant pour sommet le pôle est mit: 
cissoïde; 

7" L'inverse d'une hyperbole équilalère est une lemniscate. 
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CHAPITRE XV. 

COURBES ALGÉBRIQUES, 
ÉquntionB dn troisième et dn mièma deg^é. 



SojCHiiBE. — Equation générale du ti'oisiime diigré en coordonnées cartésiennes el iHangii- 
iaires. Quelques propriétés des liptes du troisihnt ordi'e. Tliéorémes généraux sur tes 
lignes du «!'*«< ordre. 

i, COURBES DO TROISIÈMIi ORURE. 

394. L'ûqualion générale du troisième degré entre les coordonnées x 
et y peut s'écrire 

(1) At/'-t-y^ (AiT+As) ■+■ y (B,9:^-i-BaaT-i-Bî) -h Cia^'+C^a;" ■+ C5a;-i-C»=0, 
et, entre les coordonnées triangulaires A, B, C, 

(2) aA'-i- A' (fliB-4- «aC) + A (6,B^ -t- Ô^BC -h h-X^) -+- r,li' -+- c.li^C + r^BC^ 

-i- ciC = 0. 

Ces équations renferment chacune neuf paramétres arbitraires; il en 
résnite qu'il faut neuf points ponr déterminer une courbe du troisième 
degré. 

Dans ie cas particulier où quatre de ces points se trouvent sur une ligne 
droite, la courbe du troisième degré se compose de cette droite et de la 
conique définie par les autres points ; ear une courbe du traisièmc degré 
ne pouvant être rencontrée par une droite en plus de trois points, la 
droite qui renferme les quatre points doit nécessairement Caire partie du 
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lieu. De même, si, parmi les neuf points qui définissent une eourbe du 
troisième degi-é, il y en a sept qui appartiennent à une mâmc conique, le 
lieu se composera de cciie conique et de la droiie qni passe par les deux 
points restants. 

3SS. Trouver l'équation d'une courbe du troisième degré lorsque les 
sommets du triangle de référence appartiennent à la courbe. 

Si les sommets du triangle de référence se trouvent sur la courbe, 
l'équation (2) doit être satisfaite pour B = et C = 0, G = et A = 0, 
A = et B = 0, et, par suite, on doit avoir a = 0, ci ^ 0, et d = 0. 
L'équation (2) se présente donc sous la forme 

(5) ABC ■+■ A' {q,-B + r,C) + B» (rfi ■+ p.A) ^- C= (î».A + </,]î) ^ 0, 
et elle ne renferme plus que six pararactres arbitraires. 
Il est facile de vérifier que les droites 

(/iB-i- )-,C = 0, 
j-sC + paA = 0, 

p;A -h (/îB = 

sont les tangentes à la eourbe aux sommets du triangle de référence. En 
effet, si on élimine B entre (5) et çjB ■+■ nC = 0, on arrive à une équation 
de la forme C^{™A — nC) = 0; par conséquent, la droite représent<5e 
par la première des équations précédentes rencontre la courbe en deux 
points qui coïncident sur la droite C ^= 0; elle est donc tangente à la 
courbe au sommet (8=^0, C^^O). On prouverait de la même manière 
que les deux autres droites touchent la courbe aux sommets (A = 0, 
C = 0), (A = 0, B = 0). 

Dans le cas particulier où le sommet (Ii = G = 0) serait un point 
double, c'est-à-dire un point où viennent se rencontrer deux branches de 
la eourbe qui ont des tangentes distinctes en ce point, toute droite 
B = ÏC ne rencontre plus la courbe qu'en un point différent du sommet 
du triangle; l'élimination de B entre l'équation de ia droite et celle de la 
eourbe doit mener a une équation de la forme C^ (niA — hC) = 0, et, par 
conséquent, il faut que l'on ait Çi = 0, /■( = 0. L'équation {3} devient 
donc 

ABC -v B^ (i-ïC + j)sA) 4- C^ (/33A +. (/sli) = 0, 
et quatre conditions nouvelles suftïscnt pouj- dclcrmincr la couibc. 
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336. Trouver l'équation de la tangente au point (A', B', C) de la 
courbe du troisième degré représentée par F (A, B, C) = 0. 

Une droile quclcontjiic passMiit p;ir le point donné est l'cprosuritéo par 
les cqii.iliuns 

A — A' _ B — B ' ^ I 

~1~ y- 

Ou en lire A = A' 4- J.p, B = B' -(- pp, C = C -+- wp. Substituons ces 
valeurs dans l'étiualion de la courbe; il vient 

F (A' -1- ïp, B' + fip, C H- «p) = C, 

ou, en développaiil suivant un théorème du cnleiil différentiel, 

F (A'B'C) -4-p [XF/(A',B',C') + ;xFb'{A',B',C') +vF/(A',B',C')] -h . .. = ; 

les termes qui suivent dans le premier membre renferment p élevé à une 
puissance supérieure à la première. Si la droite que l'on considère est 
tangente à la courbe, l'équation précédente doit donner deux racines 
égales à 0, puisque la droite rencontre la courbe en deux points qui 
coïncident ; mais 1' (A',B',C') = 0, car le point donné est sur la courbe ; 
donc, il faut que l'on ait 

/F/ (A', B', C',) ^ ^F,' + fF,' = 0. 

Si on remplace les coefficients \iJ-,v par les différences A — A', B — B' 
C — <]', on aura pour l'équation de la tangente 

(A — A'} l'V (A', li', C) -i- (B — B') F/ -i- (C — C) F,' = 0, 
ou bien 

AF/ (A'B'C ■+- BtV -t- C\'r! ==0; 
car, en vertu d'une propriété des fonctions homogènes, 

A'F/ (A', B', C) + B'F„' + C'Fo' = 3F (A'B'C) = 0. 

333 . Si d'un point (A', B', C) on mène des tangentes à une cotu-be du 
troisième ordre, les points de contact de ces tangentes se trouvent sur une 
conique. 

En général, par un point donné, on peut mener sis tangentes à une 
courbe du troisième ordre. En effet, une tangente quelconque issue de ce 
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piiint et toucliynl la coiirbo au point (A", B", C") cht représentée pnr 

(h) AF,' (A", B", C") -h BF/ + CF/ = ; 

mais, comme eUe passe par le point (A', B', C), on a la relation 
A'F/ (A", B", C") + B'F/ -1- C'F,' = 0, 

et, en combinant cette ëqualion qui est du second degré en A", B", G" 
avec F (A", B", C") = qui exprime que le point (A", B", C") est sur la 
courbe, on trouve en général six valeurs distinctes pour les inconnues 

A" B" „ . . . , . , , , . 

p7r ' pTT' ily S donc SIX points de contact et sixtangentesa la courbe qui 

aboutissent au point donné. 

La relation (a) exprime que le point de contact (A", B", C") de l'une 
des tangentes se trouve sur la ligne représentée par 

A'F/ (A, B, C) + BT„' + C'Fc' = 0, 

équation du second dcgi'c en A, B, C, qui représente une conique passant 
par les points de contact des tangentes issues du point (A', B', C). 

33S. Le produit des distances d'im point d'une courbe du troisième 
degré à trois droites fixes est au produit des dislances du même point à 
trois autres droites fixes dans un rapport constant. 

Considérons les six droites représentées par les équations 
A = 0, B = 0, C = 
A' = 0, B'=0, €' = 0. 
L'équalion 

ABC — M'B'C' = 
est du troisième degré en a: et y et renferme treize constantes ; on peut 
donc toujours ramener d'une infinité de manières une équation du 
troisième degré h cette forme d'où résulte le théorème énoncé. 

399. Si on considère le système de coniques qui passent par quatre 

points fixes d'une courbe du troisième ordre, toutes les cordes qui passent 

par les autres points d'mtersection des coniques et de la courbe concourent 

en un même point situé sur la courbe. 

En effet, soient A = et B = 0, A' = cl B'=0 les équations des 
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côlés opposes du quadrilalère (jdi a pour sommets les points fixes; 
l'équation 

AB — M'B' = 
où k est un paramètre arbitraire, représente toutes les coniques cir- 
conscrites an quadrilatère. D'un autre coté, une courbe du troisième degré 
qui passe par les sommets du quadrilatère peut être rcjircscnlcc par 
l'équation 

ABC — /£'A'B'C'=-0, 
car elle est satisfaite pour A = et A' = 0, A = et B' = 0, B = el 
A' =0, B = et B'=0, Mais si on élimine AB entre les équations pré- 
cédentes, il vient 

feA'B'^ ™'^'' on A'B'(tC-it'C') = 0. 

H en résulte que la droite de l'équation 

kÇ. _ k'C = 
est celle qui passe par les deux autres points d'inlerseelion de chaque 
conique avec la courbe ; toutes les droites représentées par cette équation 
où A: est un cuefUcicnt indéterminé passent par le point d'intersection des 
lignes 

C = 0, et C = 
qui se coupent sur la courbe. 

330. Si on mène des tangentes à vue courbe du troisième degré aux 
points où elle est rencontrée par une droite quelconque, ces tangentes 
rencontrent la courbe en trots points situés en ligne droite. 

Si, dans l'équalion duN" 528, on suppose que les droites A'=^0, B'=0 
coïncident, il vient 

ABC — M'5C' = 0, 

et cette équation renferme encore onze constantes, de sorte qu'on peut 
toujours ramener à celte forme toute équation du troisième degré. Mais 
il est visible que les droites 

A = 0. B = 0, C = 
rencontrent la courbe eu deux points qui coïncident et situés sur la 
droite .V = i ce sont les tangentes à la courbe aux points où elle est 
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rencontrée par la droite A'. De pius, ces tangentes reiiconlrcnl la courbe 
en trois autres points situés sur la droite C = 0. 

Itéeiproquement, si, par Irais pointu en ligne droite d'une courbe du 
troisième degré, onmène des tangentes à cette courbe, (es points de con- 
tact de ces tangentes seront trois à trois en ligne droite. 

Car, si A = 0, B = 0, C = sont trois de ces tangentes et A' = la 
droite qui joint les points de contact de deux d'enire elles, la courbe est 
représentée par une équation de la forme A1!C — kJi'K' = 0. 



§ 2. tODBBES 1)11 m'°""' ORDRE. 

331 . L'cquation générale du m'*"'' degré en a; et ?/ est de U forme 

Ai/™ -^ (Aiin- As) i/"-' ■+- (B.a;* + B^x + Bj) y""^ -+-■■■ 

+ (R,a;'"-' -+- Ria:"-= +■■■■ + R„) !/-i-S,a:»-i- SïX™-> -4- -■ .S.^-t- S„.+ ,=0, 

ou bien, 

\y"' -i- A,y"'~'x -i- h,y"''^x^ -i- ■■■■ SiX" -H Ab!/"'~' -t- Bay"'~^a; -i- ■■-■ 

-!- S..T"-' -1 h {R^i/ -H S,,x) + S„,+, = 0. 

Celte équation renferme un terme du degré m par rapport à y, deux 
termes du degré m — 1, trois termes du degré m — 2..,, et m -4--] termes 
du degré 0. Le nombre des termes du premier membre est donc 

,^2 + 3^.,..^„H-(»..l)=<!li--il<"^ï=*, 



et, par suite, le nombre de paramétres arbitraires est donné pai 
{m -t- -1) (m -t- 2) _ m {m -+- Z) 



Il faut donc, en général, un nombre de points égal 



déterminer une courbe de l'ordre m. 

Remarque, Deux courbes, l'une du degré m et l'autre du dejjré w, ne 
peuvent pas se rencontrer en plus de mn points; car l'éliminalion d'une 
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vai'iable enlre les équations qui représentent ces eotirbes conduit k une 
équation ne veni'ermant [)liis qu'nne variable et dont le diigré est au plus 
ëgal à mn. Done, si parmi les points qui définissent une courbe de 
l'ordre m, il y en avait mn -4- 1 situés sur une ligne du degré n, le lieu 
se composerait de cette courbe de l'ordre n, et d'une autre courbe du 
dcgi'é m — n ; cai' la ligne du degré h ayant plus de mn points communs 
avec celle du degré m fait nécessairement partie du lieu défini par les 
points donnes. 

3S2. Toutes les courbes du degré m qui ^wisse^i par 1 

points du plan passent par — — points fixes. 

En effelj soient 

les équations de deux courbes du degré m qui renferment les points 
donnés, et /t un paramètre variable; l'équation 

S — A-S' = 
est aussi du degré m et représente une courbe quelconque du même degré 
passant par les points donnés, et par les autres points d'intersection des 
courbes S et S'. Le nombre total des points d'intersection étant m*, il s'en 
suit que cbaque courbe passe par 



points fixes. 

JEn vertu de ce théorème, toutes les courbes du troisième degré qui 
passent par huit points du \\h\a, passent par un neuvième point fixe; les 
courbes du quatrième degré qui passent par treize points donnes passent 
par trois points fixes, et ainsi de suite. 

333. Si, parmi les ni' points dHnlersection de deux lignes de l'ordre m, 
il y en a mn situés sur une courbe de l'ordre n, tes autres points restants 
au nombre de m {m — n) appartiendront à une courbe de l'ordre (m — n). 

Les coordonnées des points d'intersection de deux lignes de l'ordre ni 
ayant pour équations 

S = 0, S' = 0, 
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s'obtiunncnt en résolvant ces é(ioations par rapport à x et ;/, on bien en 
combinant i'une d'elles avec i'équalion 

(a) S — /(S' = 0, 

qui représente niic conrbc Au même degré passant par tous les points 
d'intersection des deux premières. Mais, si mn points d'intersection sont 
siluds sur nne courbe de l'ordre n, ces points pcnvent être déterminés 
par la combinaison de l'une des équations S ^= 0, S' = avec une équa- 
tion du degré n; il doit exister nne valeur de k telle que le premier 
membre de I'équalion [a) se décompose en un produit de deux l'aelenrs N 
et N', dont i'nn du degré n et l'autre du doij;rc (m — n), et pour laquelle 
cette équation se réduit à 

N ■ N' = 0; 

et, par conséquent, les m {m — n) points d'Interscelion restants se 
trouvent sur la courbe N' = du degré m — n. 

Ainsi, par exemple, lorsque parmi les neul'pointsd'intersectîoii dcdeux 
courbes du troisième degré, il y en a six sur une conique, les trois autres 
sont en ligne droite; de même, si parmi les points d'intersection de deux 
courbes du cjuatrième ordre, il y en a huit sur une conique, les buit 
points restants appartiennent aussi à une même conique. 

Corollaire J. Si tnn poinis d'intersection de deux systèmes de m droites 
situées dans un plan appartiennent à une courbe de l'ordre n, les autres 
points d'intersection au Tiombre de m (m — n) sont sur une courbe de 
tordre m — n. 

Corollaire 2. Deux systèmes de m droites étant tracées dans un plan, 
si, parmi les points d'intersection des droites du premier système avec 
celles du second, il y en a 2mi sï(ués sur une conique, les m {m — 2) points 
restants appartiendront à une ligne de l'ordre m — 2. 

On arrive à ce corollaire, en posant « =2 dans le théorème général. 

Corollaire 3. Un polygone de 2i» côtés étant inscrit dans ujie conique, 
les m {m — 2) points d'intersection des côtés d'ordre pair avec les côtés 
non adjacents d'ordre impair sont situés sur une courbe de l'ordre{m — 2). 

Car les côtés d'ordre pair et ceux d'ordre impair forment deux systèmes 
de m droites qui ont 2»t points d'intersection sur une ligne du second 
ordre; tous les antres points communs doivent se trouver sur une courbe 
de l'ordre {m — 2). 
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En posanl m = Z, on retrouve le tliéorème do Pasea! sur l'hexagone 
inscrit dans une eonique; car les côlés se suivant dans l'ordre 1, 2, 5, 4, 
3, C, les poinlsd'interseelion descôtés opposés (4, ■!), (6,3), (2, 3} doivent 
étfc en ligne droite. 

Corollaire 4. iSi, par les m points d'itilersection d'une sècanle quel- 
conque avec une cotirhe du degré m, on mène des tangentes à cette courbe, 
les m {m — 2) points d'intersection de ces tangentes avec la courbe 
appartiennent à une même ligne de l'ordre {m — 2). 

Car on doit regarder ici la transversale passant par les points de eon- 
Uicl comme une conique formée de deux droites qui se confondent ; alors 
le système des m tangentes et la courbe de l'ordre m ont 2m points com- 
muns situés sur une conique, et tous les autres doivent se trouver sur 
une courbe de l'ordre m — 2. 

334. Étant dontiées trois courbes de. l'ordre m S, S', S", si oit consi- 
dère deux courbes Si et Sa dit même ordre, l'une passant par les points 
d'intersection de S et de S', l'autre par ceux de S avec S", les m* points 
d'intersection des courbes Si et S* ainsi que les points d'intersection de S' 
et de S" appartiennent à une même ligne de l'ordre m. 

En effet, soit 

S = 0, S' =0, S" =0 
les éqaatinos des lignes données; les équations 

(S,) S — fe'S' = 0, (S,) &-~k"S" = 
représentent deux lignes de l'ordre m, l'une passant par les points d'inter- 
section de S et de S', l'autre par les points communs à S et à S". Si on 
retranche les deux dernières équations membre à membre, il vient 

A'S' — A"S" = : 
é(|itation qui représente une ligne du m'*""^ degré passant par les points 
d'intersection t!c Si cl Ss, ainsi que par les points d'intersection de S' 
et de S". 

335. L'équation générale du degré m en coordonnées triangulaires 
peut se mettre sous la forme 

A" + A"-' («iB -t- a,C) -1- A"-^ (6,B^ -<- 6,BC + 6,C^) -h A*--* (c,B» + c,WC 
■+- c.liC^ -1- aC=J H =0. 
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Elle renrcrmc aussi — ^^-r '(laramclrcs tirbitraircs. Pour abroger, 

nous dérivons simplement F (A, lî, C) = 0. 

Cela étant, proposons-nous de Iroiiver l'éqnation de la tangente au 
point (A', B', C) de la courbe représcnlée par l'équation préecdcnte. Une 
droite quelconque qui passe par le point (A', li', C) a des équations de 
la forme 

A — A'^B — B'^C--C_ 

On en lire A = A' -h l.p, It =■ lî' -h ij-o, C = C -+- vp; substituons ces 
valeurs dans l'éqnalion de la eourbc ; on aura 

F (A' + Xp, I!' + !>.p, C -H vp) = 
ou, en développant suivant la formule deTayior, 

(P) F (A'B'C) -4- pp.F/ (A'B'C) + ,rAF„' + vh\'] h = 0, 

les termes qui suivent, dans le premier membre, renferment les différentes 
puissances de p, depuis la seconde jusqu'à la m""'. L'équation précédente 
donne les valeurs de p qui correspondent aux points d'intersection de la 
droite avec la courbe ; mais F (A', B', C) = 0, et si la droite menée par 
le point {A', B', C) est une tangente à la courbe, on doit avoir pour è deux 
racines nulles; par conséquent, il faut que l'on ait 

IF/ (A', B', C) -h fiF^' -t- vFc' = 0. 
Si on remplace ï, /., v par les différences A^A', B — B', C — C, 
il vient 

(A — A'} F/ (A', B', C) -+- (iî — B'} F/ -h (C — C) F,' = 0, 
équation qui sera satisfaite par les coordonnées d'un point quelconque 
(A, B, C) de la tangente. Mais, d'après une propriété des fonctions homo- 
gènes, on a 

A'F.'(A', B'. C'}-)-B'Fb' + C'Fc' = »!F(A', B', C') = 0, 

et finalement l'équation de la tangente à la courbe au point (A', B', C) sera 

AF/ (A', B', C) -+- BF„' (A', B', C) -t- CF.' (A'. B', C) = 0. 

Cherehons, maintenant, la condition pour que la droite menée par 

(A', B', C) loucbc In courbe en trois points coïncidents; une telle droite 



y Google 



-- -413 — 
se nomme tangente d'infleclion. Dans ce cas, l'équation {(i) doit renfermer 
p' comme facteui", e(, par suite, on aura les conditions 
F (A', B', C) = 0, 
),F,' (A', B', C) + f F„' -H '-F,' = 0, 
)>5F./'(A',B',C')-i-f^^F„„"-4.i-'F™" + 2\uF.„" -V- 2M\/' + 2fivF„," = 0. 
Bemplaçons 1.,ix,y par les diiTérences A — A', B — B', C — C, on 
aura simplement 

F(A', B', C') = 0, 
{•/) AF/ (A', B', C') -1- BF„' -H CFc' = 0, 

A^F,/' (A', B', C) H- B'Fbb" -4- C^F^/' ^ 2ABF,," + 2ACF.„" + 2BCF„," =0, 
d'après les propriétés d'anc fonction homogène. La seconde représente la 
tangente en (A', B', C) ; ce sera la tangenled'inflexlon; In troisième doit 
être vérifiée par les coordonnées d'un point quelconque de la droite [y); 
elle doit définir une conique qui se réduit à deux droites dont l'une est la 
tangente d'inflexion. Ce qui exige que les coordonnées A', B', C satisfas- 
sent à la relation 

I F,/' F.,/' F.." I =0. 
(£) F„/' Fb»" F„=" 

1 P„" Fc." Fc=" I 
Ainsi les points de contact des tangentes d'inflexion ou les points d'in- 
flexion de la courbe doivent vérifier Ji la fois F(A, B, C) = et la rela- 
tion (s). Si la courbe est de l'ordre jm, l'équation (s) sera du degré 3 (m— 2); 
il y aura, en général, 5m [m — 2) points d'inflexion. 

336. Les points de contact des tangentes à une courbe de l'ordre m 
jnenées par tm poinl quelconque (A', B', C) du plan appartiennent à une 
cowhe de l'ordre (m — I), 

Par un point donné, on peut en général mener m{m — 1) tangentes h 
une courbe du degré jw; car une tangente quelconque issue de ce point 
et ayant pour point de contact {A", B", C") est représentée par 

AF/ (A", B", C") + BFb' ■+■ CF„' = 
et, comme elle passe par le point (A', B', C), on a la relation 

{p) A'F/(A", B", C") -H B'F'b' -t- C'F',= 

qui est du degré (m — 1) par rapport aux coordonnées du point de con- 
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